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Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik: 


© Arley, Niels, und K. Rander Buch: Wahrscheinliehkeitsreehnung mit Anwendung 
auf Statistik, Fehlertheorie und Ausgleiehsreehnung. Kobenhavn: G. E. C. Gads 1940. 
166 S. u. 17 Fig. [Dänisch]. 

Das vorliegende Lehrbuch enthält einerseits die Elemente der modernen Wahr- 
scheinlichkeitstheorie und erscheint dabei auch als zweckmäßige Einführung in weiter- 
gehende Arbeiten (siehe etwa die Darstellung von H. Cramer [dies. Zbl. 16, 363], an 
welche die Verff. übrigens anknüpfen), andererseits die theoretischen Grundlagen der 
modernen statistischen Methoden, wie sie vor allem mit dem Namen R. A. Fisher 
verbunden sind. Die immer größere Bedeutung dieses Stoffes für die verschiedensten 
Wissenschaften wird u.a. durch die Wahl von Beispielen hervorgehoben; weil das 
Buch in erster Linie für den militärischen Unterricht geschrieben ist, überwiegen die 
ballistischen Anwendungen. Die statistischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeits- 
theorie enthalten u.a. eine klare und strenge Herleitung der Verteilungen von xy? 
und t, r [relativer Fehler; siehe N. Arley, Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 18 
(1940) und W. R. Thompson (1935), dies. Zbl. 12, 411] und w? (Varianzquotient); 
Tafeln über diese Verteilungen sind auch gegeben. Das mit rund 150 Übungen und 
Beispielen versehene Buch wird mit Literaturhinweisen und 46 Aufgaben beendet. 

Herman Wold (Stockholm). 


Feller, Willy: Über die Existenz von sogenannten Kollektiven. Fundam. Math. 32, 
87—96 (1939). 

Wald bewies (dies. Zbl. 16, 408), daß es kontinuum-viele Kollektive, d.h. Folgen 
P(P,, P,,...) von Punkten eines Merkmalraumes gibt, welche sich gegenüber einer 
abzählbaren Menge von Auswahlvorschriften regulär verhalten, d.h. bei solchen 
Auswahlen dieselbe, über einem x selbst enthaltenden Körper von Untermengen von 
definierte, additive Mengenfunktion p(y)=0,p(r) =1 als Verteilungsfunktion be- 
sitzen. Auswahlvorschrift wird dabei eine unendliche Folge von null- oder einswertigen 


Auswahlfunktionen /, fı(Pı),---»fn(Pı,:--» Pa),... genannt, durch welche aus 
DIR ee Tejltolee PP, ,P;.,...) mit /.-1lPır-.., 2, -1)=1 aus 
gewählt wird. — In der vorliegenden Arbeit wird zunächst 1. p(y) als stetig voraus- 


gesetzt und zu einer über dem kleinsten Borelschen Körper über x definierten, absolut 
additiven Mengenfunktion erweitert, 2. jede Folge P(P,,P,,...) als Punkt des 
Raumes /=nxnrxX... interpretiert, 3. das Maß der durch beliebige Mengen 
Ays:- Am aus 7 innerhalb ]/ erzeugten Zylindermenge gleich p(A,)... p(An) gesetzt 
und diese Mengenfunktion zu einer absolut additiven Maßfunktion in // erweitert. 
Für in /7 meßbare Auswahlfunktionen /„(P,,..., P,) ergibt sich dann — als leichte 
Verallgemeinerung des Borelschen Satzes über die Existenz von normalen Zahlen — 
der Satz, daß fast alle Punkte von // sich gegenüber jeder beliebigen, aber festen Aus- 
wahlvorschrift fo, fı(Pı)»--» n(Pıs - - - Pa), - - - regulär verhalten, und zwar mit p(y) 
als Verteilungsfunktion. — Da die Stetigkeits- bzw. Meßbarkeitsvoraussetzungen nach- 
träglich abgestreift werden können, ist der Waldsche Satz somit ın wesentlich ver- 
schärfter Form anschaulich bewiesen und in die Kolmogoroffsche Axiomatik der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (dies. Zbl. 7, 216) eingegliedert worden. von Stachö. 


D) 
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Brodovitskij, K.: Sur les eonditions n&cessaires et suffisantes pour que les proba- 
bilit6s & priori aient une raisen d’®tre. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a 
Math. Fasc. 19, 1—8 u. franz. Zusammenfassung 8 (1939) [Russisch]. 

L’auteur donne la d&monstration de la proposition suivante: la connaissance de 
la forme analytique d’une loi de distribution d’un ensemble general definit d6j& uni- 
voquement et objectivement la loi de distribution des probabilites a priori. 

B. Hostinsky (Brünn). 

Bjerke, Bj.: Wahrseheinliehkeit auf Grund von Stichproben. Norsk mat. Tidsskr. 
22, 64-69 (1940) [Norwegisch]. 

Aufstellung und Lösung einer kombinatorischen Aufgabe über Ziehungen ohne 
Zurücklegung. Herman Wold (Stockholm). 


Slutsky, E.: Quelques propositions sur la th£&orie des fonetions al&atoires. Acta 
Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 31, 1—15 u. franz. Zusammen- 
fassung 15 (1939) [Russisch]. 

Soit x un objet appartenant & une classe A et P(x€ A) = p la probabilit@ pour 
que € A. Le point de vue statistique consiste & interpreter pratiquement p par 
rapport au fait que z€ A. Sila valeur de p est tres voisine de l’unite, les propositions 
[P(x€ A)=p] et [xE€ A] deviennent &quivalentes l’une & l’autre au point de vue 
statistique. Un autre point de vue (point de vue probabiliste) consiste ä ne considörer 
que les relations mathematiques entre les deux probabilites P et p. L’auteur cherche 
& construire une th&orie qui pourrait faire entrer le point de vue statistique dans la 
theorie math&matique des probabilites. B. Hostinsky (Brünn). 

Feldheim, E.: Nuova dimostrazione e generalizzazione di un teorema di ealeolo 
delle probabilitä. Giorn. Ist. Ital. Attuari 10, 2293—243 (1939). 

Als Verallgemeinerung eines Satzes von Simmons (der dem Spezialfalle s = 0 
entspricht) wird folgende asymptotische Formel (n — oo) bewiesen: Bei n unabhän- 
gigen Versuchen mit konstanter Wahrscheinlichkeit p < 1/2 seien P,Q die Wahrschein- 
lichkeiten, daß die Anzahl der günstigen Erfolge r < m bzw.r > mist, wm=n»p — s, 
0=<s<6l1; dann ist ep lere ne eg 

3Y2nnpq Bruno de Finetti. 

Chung, Kai-Lai: Sur un thöor&me de M. Gumbel. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 
620—621 (1940). 

Ein Satz von Gumbel[C.R. Acad. Sci., Paris 205, 774 (1937); dies. Zbl. 18, 32] wird 
auf einfache Weise bewiesen und folgendermaßen verallgemeinert: Sind Z,, E,,..., E, 
n beliebige Ereignisse und 

DIPS tr), lzmsk, lecken; lsy <<... <p<n) 
die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten von wenigstens m der k Ereignisse E,, 
Kr, 19280 Ist 


1 " 
Pm(l, een > Pm(Pı > VYay..., Y); 
wobei die Summe über alle Kombinationen (»,, v3, .....,»;) der Zahlen 1,2,...,n zur 


'k-ten Klasse erstreckt ist und Of? — [5 . ”) bedeutet. M. P. Geppert. 
Halmos, Paul R.: On a necessary condition for the strong law of large numbers. 
Ann. of Math., II. s. 40, 800—804 (1939). 

‚Let 2), 23,... be a sequence of independent chance variables. Define the chance 
variable %n t0 be Fe whenever |zn|=r, and to be zero otherwise ee =1h2.0.), 
Write 5, = E[(&, — E(&,))?]; E(x) is the expectation of the chance variable x. The 
two conditions: 


RER I Sb, 
PL im®=0|=1 ad D'%<o 
n=! 
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imply that pl im Atarıt nn — 0! =1; P(p) is the probability of p. — If 
P B + +2 < 


n 


x 
0) =], then PiE>0| = 1 and Du < oo for alle>0. 
j nee B. Hostinsky. 
Doeblin, Wolfgang: Sur l’&quation de Kolmogoroff. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 
365—367 (1940). 
Cette note fait suite d’une note de l’auteur [C. R. Acad. Sci., Paris 207, 705 (1938); 
ce Zbl. 20, 147] sur l’&quation de Kolmogoroff: 


+90 
F(x, y; s, t) = [Fie, y;u,t)d,F(z,2;s, u). (1) 
L’auteur suppose que les limites 5 


& it 

lim —/(y = z)%d,F(z, Y,S, t) -| 
Iz-yI<ı 

existent et qu’elles sont continues par rapport & (z, s), et il &tudie des conditions n&- 

cessaires (relatives aux fonctionsa(z, s) et o(z, s) pour qu’une solution de (1) F(z, y; s, t) 

soit reguliere avec les donn&es a et o ou pour qu’une solution reguliere soit continue 

par rapport & y. B. Hostinsky (Brünn). 

Neyman, J.: On one fundamental problem of the mathematical statisties. Acta 
Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 29, 1—11 u. engl. Zusammenfassung 
12 (1939) [Russisch]. 

Beobachtet wird ein Punkt E(z,, 2, ..., 2,) im Raum der n stochastischen Ver- 
änderlichen X,, X,,... X,„. Diese besitzen eine gemeinsameVerteilungp (Z; 0,, 6,, ..., 0), 
die außer von den Koordinaten des Punktes E noch von einer Anzahl unbekannter 
Parameter 6; abhängt. Gesucht werden zwei Funktionen Y(E) und Y(E) derart, daß 
für einen beliebigen beobachteten Punkt E’ mit einer vorgegebenen Chance die Un- 
gleichungen WE’) <6,<Ü(E’) erfüllt werden. Verf. prüft, unter welchen Bedin- 
gungen dieses Ziel erreichbar ist, und zeigt die Bedeutung des Ansatzes an einfachen 
Beispielen. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 

Olmstead, P. S.: Note on theoretical and observed distributions of repetitive oceur- 
renees. Ann. math. Statist. 11, 363—366 (1940). 


Haldane, J. B. S.: The eumulants and moments of the binomial distribution, and the 
eumulants of 42 for a (n x 2)-fold table. Biometrika 31, 392—396 (1940). 
Mit Hilfe der erzeugenden Funktion der Kumulanten, 


K(t) = > ER = 3.log(gee' + pe"), 


r! 


a(z,s) pour h=1 
o?(z,s) pur h=2 


r=2 
stellt Verf. eine einfache Rekursionsformel für die Kumulanten der binomischen Verteilung 
(p + q)‘ auf und gibt die ersten 12 Kumulanten derselben exakt an. Daraus werden für kleine 
Erwartungen die ersten 6 Kumulanten der x?-Verteilung für eine (nx 2)-Tafel abgeleitet, 
von denen bisher nur die ersten 4 (Haldane, Biometrika 29, 133—143 (1937); dies. Zbl. 16, 
412) bekannt waren. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Dwyer, P. S.: Combinatorial formulas for the rth standard moment of the sample 
sum, of the sample mean, and of the normal eurve. Ann. math. Statist. 11, 353—355 
1940). 
“ wird gezeigt, daß bei der normalen Verteilung das n-te Moment um den Er- 
wartungswert gleich der Anzahl der Möglichkeiten ist, die für eine paarweise Grup- 
pierung von n Elementen bestehen. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 
Bsu, €. T., and D. N. Lawley: The derivation of the fifth and sixth moments of the 
distribution of ba in samples irom a normal population. Biometrika 31, 238—248 (1940). 
n 


* . & Fr 1 
Ist &,, 22, ..., 2, eine Stichprobe aus einer normal verteilten Gesamtheit, = =D x 


1 
22* 
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ihr Mittelwert und m, = => (2; — 2)", so bestimmen die Verff. für die Verteilung 
1 


von b, = exakt die ersten 6 Momente, von denen die ersten 4 bereits von E. $. Pe- 
arson [Biometrika 22, 239 (1930)] angegeben worden waren, durch Zurückführung 
derselben auf die p-ten Kumulanten x(4?) der Verteilung der Funktion 

n® 2 
Be Men ae 3 In + 1)m, — 3(n — 1)mz}. 
x(42), #(4°), #x(44) waren bereits bekannt, x(45) und x(4%) werden in Anlehnung an 
R. A. Fisher und J. Wishart [Proc. London Math. Soc. (2), 33, 195—208 (1931); 
dies. Zbl. 3, 357] berechnet. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Rider, P.: Certain moment funetions for Fisher’s K-statisties in samples from a 
finite population. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 30, 1—13 
(1939). 

Mit Hilfe der Primfaktorenzerlegung berechnet Verf. die ersten Kumulanten der 
ersten 6 R. A. Fisherschen K-Zahlen einer Stichprobe [Moments and product moments 
of sampling distributions, Proc. London Math. Soc. 1130, 199—238 (1929)], deren 
Mittelwerte bekanntlich die entsprechenden Kumulanten oder Halbinvarianten der 
Gesamtheit sind, für den allgemeinen Fall, in welchem die Stichprobe vom Umfange 
n ohne Zurücklegen aus einer endlichen Gesamtheit vom Umfange N herausgegriffen 
ist. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Levinsky, V.: On the frequeney constants of the sum of the several populations. 
Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 26, 1—16 u. engl. Zusammen- 
fassung 17 (1939) [Russisch]. 


Pierce, Joseph A.: A study of a universe of n finite populations with application 
to moment-funetion adjustments for grouped data. Ann. math. Statist. 11, 311—334 
(1940). 

Eine Gesamtheit „U„ denkt sich Verf. aus n Gruppen ‚X, r=1,2,...,n zu je 
N Elementen ‚x,, *=1,2,..., N zusammengesetzt. Für Stichproben aus einem so 
verwickelten Kollektiv endlichen Umfangs berechnet er Momente der Momenten- 
verteilungen. Wie seine vielen Vorgänger, die er an Allgemeinheit noch übertrifft, 
gelangt er zu abschreckenden Formeln. Nachträglich spezialisiert er sie wieder und 
wendet sie zur Berechnung von Korrekturen an, die an empirische Momente anzu- 
bringen sind. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 

Dodd, Edward L.: The substitutive mean and certain subelasses of this general 
mean. Ann. math. Statist. 11, 163—176 (1940). 

Ziel der vorliegenden Abhandlung ist eine Definition des Begriffs der Mittelwerte. Von 
den bisherigen Autoren sind je nach den Bedingungen, die sie als notwendig für einen 
Mittelwert erachten, verschiedene Definitionen gegeben worden; bekanntlich sind die haupt- 
sächlichsten dieser Bedingungen die beiden folgenden: 1. Der Mittelwert soll ein innerer Wert 
der Reihe sein; 2. der Mittelwert einer Reihe, deren sämtliche Glieder gleich einer Kon- 
stanten c sind, soll auch c sein. Verf. legt seiner Definition des „substitutive mean“ nur die 
zweite als notwendige Bedingung zugrunde und knüpft damit an eine bekannte und viel- 
besprochene Definition von Chisini an. Auf Grund seiner Definition klassifiziert Verf. die 
verschiedenen Mittelbildungen, die bisher untersucht wurden, unter besonderer Beachtung 
einer neuerdings von Gini gefundenen zusammenfassenden Formel für die Mittelbildungen; 
er zeigt weiterhin, wie die Ginische Formel sich in die von ihm zugrunde gelegte Definition 
des Mittels einfügt; hierzu ist zu bemerken, daß, während die Definition des Verf. rein logischen 
und theoretischen Charakter trägt, die Ginische Formel vom Standpunkt des Praktikers aus 
gesehen, den großen Vorteil bietet, in algebraischer Form alle Formeln der hauptsächlichsten 
analytischen Mittelbildungen zu umfassen. Die Abhandlung schließt mit einer ins einzelne 
gehenden Schrifttumsübersicht. Ernesto Pizzetti (Rom). 

Dodd, E.: Some internal and external means arising from the location of frequeney 
distributions. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 23, 1—8 (1939). 
Es wird die Mittelwertnatur der durch Anwendung des Fisherschen Maximum- 
likelihood-Ansatzes gewonnenen Lösung des Problems der Lokalisierung (‚location of 
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a frequency distribution“) einer bestimmten theoretischen Häufigkeitsverteilung unter- 
sucht, die auf eine Beobachtungsreihe z,,..., x, Anwendung finden soll [vgl. R. A. 
Fisher, Philos. Trans. Roy. Soc. London A 222, 309-368 (1922)]. Verf. zeigt, daß 
unter gewissen einfachen Voraussetzungen der so bestimmte „Mittelwert“ außerhalb 
des durch die Messungsgrößen x,,...,2„ bestimmten Intervalls [Milz as ,); 
Max (x,,..., &)] liegt und so die von O.Chisini [Period. Mat. IV 9, 106—116 (1929)] 
und B. de Finetti [Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 369-396 (1931); dies. Zbl. 2, 278] 
an verallgemeinerte Mittelwerte gestellte Hauptforderung, daß diese innerhalb dieses 
Intervalls liegen sollen, nicht erfüllt, während der entsprechende ‚‚innere‘“ Mittelwert 
der minimalen „likelihood‘ entspricht. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Brown, George W.: Reduetion of a certain elass of eomposite statistical hypotheses. 
Ann. math. Statist. 11, 254—270 (1940). 

Es wird bewiesen: Wenn z eine Verteilung von der Form f(x, ®) besitzt, wo 9 
einen Stellungs- oder Maßstabparameter bedeutet, existiert in Stichproben (x, , 23, ..., &) 
eine Folge von Funktionen y(z,...,%),?=1,2,...,9, p<n derart, daß die ge- 
meinsame Verteilung D(y,,..., %,) unabhängig von # ist. Es gilt auch die Umkehrung. 
— In der Ausdrucksweise von G. Darmois [z. B. Bull. Inst. internat. Statist. 29, Nr 2, 
288— 293 (1937)], den Verf. nicht zitiert, geben die Funktionen y; eine erschöpfende 
Beschreibung (un resum& exhaustif). v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 


Krylov, V.: The serial samples. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. 
Fasc. 25, 1—23 u. engl. Zusammenfassung 23—24 (1939) [Russisch]. 

Ein statistisches Material wird zunächst in mehrere Reihen untergeteilt, und einige 
dieser Serien werden dann zu näherer Untersuchung zufällig herausgegriffen. Will man 
Rückschlüsse aus den an dieser Probe gewonnenen Resultaten auf die Gesamtheit 
ziehen, so hat man, wie Verf. zeigt, zu unterscheiden, ob die Serien gleichen oder ver- 
schiedenen Umfangs gewesen sind. Im ersten Fall sind geschlossene, bequeme Formeln 
zu erhalten, im zweiten dagegen liegen die Verhältnisse sehr verwickelt. Verf. gelingt 
es aber, zu einfachen und dennoch wirksamen Näherungen zu gelangen. v. Schelling. 


Brodovitskij, K.: Sur le probl&me de ressemblance dans la th&orie des &chantillons 
statistiques. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 20, 1—37 u. franz. 
Zusammenfassung 37”—38 (1939) [Russisch]. 

Aus einer Gesamtheit werde eine Stichprobe entnommen und in ihr die Verteilung eines 
Merkmals geprüft. Daraus sollen Schlüsse gezogen werden, welche Verteilung dieses Merkmal 
in der unendlich gedachten Gesamtheit besitzt. Darüber sind nur Hypothesen möglich; 
nur eine von ihnen kann wahr sein, alle anderen sind falsch. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
dieser Hypothesen entartet also. Nahe verwandt zu vorstehender Aufgabe ist die Frage, 
ob zwei Proben aus der gleichen Gesamtheit stammen können. Zur Entscheidung stellt Verf. 
ein Ähnlichkeitskriterium auf. Die von ‚Student‘ und R.A. Fisher angegebenen Ver- 
fahren genügen ihm nicht. Zu einem vollen Verständnis der offenbar wichtigen Arbeit ist 
die Kenntnis der russischen Sprache leider unerläßlich. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 

Cochran, W. G.: The analysis of varianee when experimental errors follow the Pois- 
son or binomial laws. Ann. math. Statist. 11, 335—347 (1940). 

Verf. analysiert die theoretischen Grundlagen für die Verwendung der Quadrat- 
wurzel- bzw. der Arcsinus-Transformation bei der Untersuchung von Beobachtungs- 
daten, deren Fehler einer Poissonschen bzw. einer binomischen Verteilung folgen. Beim 
Feldversuch vereinfacht sich dann die Lösung der Maximum-likelihood-Gleichung 
durch die Annahme, daß der transformierte Erwartungswert jedes Feldes eine additive 
Funktion von Boden- und Bebauungseinflüssen sei, also durch die Annahme 


m=s=@0@+T,+R.+6C, 
arcsinYP; = ss =@+T,+R, +0, 
wobei im Falle der Poissonverteilung m; der erwartungsgemäße Ertrag, im Falle der 


binomischen dagegen P; der Prozentsatz der Träger eines bestimmten Merkmals unter 
n Proben des i-ten Feldes in der r-ten Reihe und c-ten Kolonne bei der t-ten Be- 


bzw. 
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bauungsart ist und 7,, R,, C, jeweils den Einfluß von Bebauungsart, Reihe und Ko- 
lonne darstellen. Die Ausführungen werden an zwei Zahlenbeispielen mit Streuungs- 
zerlegung erläutert. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Derevitsky, N.: On the rejeetion of field experiment data and their subsequent 
analysis. Acta Univ. Asiae Med. Taschkent, Ser. V-a Math. Fasc. 22, 1—21 u. engl. 
Zusammenfassung 21 (1939) [Russisch]. 

Hsu, P. L.: On generalized analysis of variance. I. Biometrika 31, 221—237 (1940). 

Anknüpfend an eine Arbeit von 8. 8. Wilks [Biometrika, Cambridge 24, 471—494 
(1932); dies. Zbl. 6, 23] beschäftigt sich Verf. mit der Prüfung einer Vermutung über 
die Größe der arithmetischen Mittelwerte eines mehrfach normalen Kollektivs auf 
Grund von Stichproben. Für den Fall, daß alle wahren Streuungen und Korrelationen 
bekannt sind, gibt er eine Kennzahl $ an, deren Verteilung er abzuleiten vermag. 
Wenn die wahren Streuungen und Korrelationen nicht zur Verfügung stehen (und das 
ist die Regel!), schlägt er zwei kennzeichnende Funktionen Y und W vor, über deren 
asymptotisches Verhalten verschiedene Sätze bewiesen werden. v. Schelling. 

Johnson, N. L.: Parabolie test for linkage. Ann. math. Statist. 11, 227—253 (1940). 

Bei einer 2x 2-Tafel soll die Hypothese ZH, geprüft werden, daß keine Abhängig- 
keit besteht. Verf. definiert eine Folge von kritischen Regionen, die in der Grenze 
eine vorurteilslose Prüfung (an unbiased test in the limit) erlaubt. Es ist interessant 
zu sehen, wie sich die theoretischen Vorschriften von J. Neyman in einem praktischen 
Einzelfall auswirken. Die Ergebnisse lassen sich schwer überblicken, wenn auch Verf. 
zur Erleichterung Tabellen beifügt. Numerisch sind die Unterschiede zu der meist 
benützten y?-Probe im allgemeinen gering. Über ein wirkungsvolles, und im Gegensatz 
zu dieser Untersuchung ganz elementares Prüfverfahren hat Ref. soeben kurz berichtet 
[Naturwiss. 28, 765—766 (1940); Referat folgt später]. v. Schelling. 

Mauchly, John W.: A signifieanee-test for elliptieity in the harmonie dial. Terrestr. 
Magnet. Atmosph. Electr. 45, 145—148 (1940). 

Eine Reihe von Beobachtungen eines Wertepaares läßt sich graphisch als Punkt- 
wolke in einer Ebene darstellen. Unter bestimmten Voraussetzungen ist sie sphärisch, 
unter allgemeineren Bedingungen elliptisch. Eine beobachtete Elliptizität kann eine 
zufällige Abweichung von der wahren Kreisform sein. Verf. gibt eine einfache Probe 
an, wie sich diese Möglichkeit mit einer vorgegebenen Chance ausschließen läßt. Die 
Verteilung seiner Kenngröße L, vermag er für den Fall abzuleiten, daß in Wirklichkeit 
sphärische Symmetrie herrscht. Die Arbeit ist als eine Ergänzung zu einer früheren 
Untersuchung des Verf. (dies. Zbl. 23, 247) anzusehen unter der speziellen Voraus- 
setzung, daß nur zwei Merkmale vorhanden sind. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 

Bartlett, M. S.: A note on tests of signifieance in multivariate analysis. Proc. Cam- 
bridge Philos. Soc. 35, 180—185 (1939). 

In multivariate statistical analysis, some common terms such as variance and 
correlation coefficient have received certain generalizations in the form of determinants. 
However the author points out that this manner of generalization is unnecessarily 
restrictive, since the entire matrix remains of significance. The sample canonical corre- 
lations are expressible in terms of the respective roots of the characteristic equation. 
Varicus symmetric functions of these are convenient statistics. Application is made 
to discriminant function analysis in case g—=1. If r} designated the total squared 
correlations between the observed and hypothetical discriminant functions, and r? the 
corresponding internal squared correlation (after the elimination of the independent 8,) 
then the author finds that on interchanging r; with r, in two distinet proposed criteria, 
arising out of formal additive analysis, one arrives at equivalent forms both correspond- 
ing to the A-criterion previously obtained by this author. Albert A. Bennett. 

Hotelling, Harold: The selection of variates for use in predietion with some comments 
on the general problem of nuisance parameters. Ann. math. Statist. 11, 271—283 (1940). 

Über den Durchschnitt 7 einer nicht unmittelbar zu beobachtenden Reihe 
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Yı» Ya» ---,Yn sind Voraussagen möglich auf Grund zweier bekannter Reihen 
Zy1, Lips: - +» Zın und 295, 293, ..., en. Aus früheren Versuchen kenne man die em- 
pirischen Korrelationen _,, 0, und og, zwischen (21, Y), (23, y) und (z,,2,). Es sei 
01 — 03 >0. Man wird darin nur dann ein nicht zufälliges Ereignis sehen können, 
wenn diese Differenz groß ist im Verhältnis zu ihrem mittleren Fehler. Seine Bestim- 
mung ist nicht leicht, da o, als „schädlicher Parameter‘ eingeht. Über die verschie- 
denen Möglichkeiten zur Beseitigung dieser auch sonst auftretenden Schwierigkeit 
macht Verf. klare und anregende Ausführungen. Unter bestimmten Voraussetzungen 
kann er zeigen, daß 


nn FT 0 & 

N—3)(1-+ j 
= (4 - en‘ >> mt D=-o1ı©@ 
0 0% E 


der Verteilung von ‚Student‘ gehorcht. Dieses Ergebnis wird anschließend auf eine 
größere Anzahl von Reihen verallgemeinert. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 

Woodbury, Max A.: Rank correlation when there are equal variates. Ann. math. 
Statist. 11, 358—362 (1940). 

Sind N Zahlenpaare (X,, Y,),--., (Xy, Yn), wobei alle N X-Werte unter sich 
sowie alle N Y-Werte unter sich verschieden sind, gegeben und (z,, %ı), - - - (&x, Yn) 
die entsprechenden Paare von Rangzahlen, so ist bekanntlich die Rangkorrelation von 
X, Y, d.h. der Korrelationskoeffizient der Rangzahlen x, y, 


N 
622: 
e-1- m mit D=% —y. 


Diese Gleichung gilt nicht mehr, sobald einige Werte der Variablen wiederholt auf- 
treten, also etwa X X-Werte untereinander gleich sind, und wie üblich, sämtlichen 
K gleichen X-Werten eine mittlere Rangzahl, nämlich das arithmetische Mittel der 
im Falle der Verschiedenheit entsprechenden K Rangzahlen, zugeordnet wird. Statt 
dessen schlägt Verf. vor, den K gleichen X-Werten auf sämtliche X! möglichen Weisen 
die betreffenden X Rangzahlen zuzuordnen und den Rangkorrelationskoeffizienten 0 
als arıthmetisches Mittel der X! entsprechenden o-Werte zu bestimmen. Ist oy der 
nach der obigen Gleichung gebildete o-Wert im Falle der Methode der mittleren Rang- 
1 2 
zahl, so ist De Der en en u = 
% 


wenn jeweils X, X- oder Y-Werte untereinander gleich sind. M. P. Geppert. 


Hostinsky, B.: Sur le eoeffieient de eorr&lation. Gedenkwerk D. A. Grave, Moskau 
48—51 (1940). 

Soient 2U, x(9,...,2®,... quantites aleatoires et supposons que chacune de ces 
quantit6s regoive une des valeurs &,, &,, ..., &, et que les probabilit£s correspondantes 
soient liees en une chaine simple de Markoff. La chaine est döfinie par les probabilites 
Pir (, k=1,2,...,r) pour que l’on ait z+D) — &,, &tant donne que x) = «,, et 
par les probabilites 2!” (n=1,2,3,...;i=1,2,...,r) pour que l’on ait x) = «,. 
Ces probabilites satisfont aux &quations suivantes: 


F r LE 
Zpr=l, n=1,2,...; Drau], ı—=1,2, 1, 1 9 n=1,2,... 
‘= «=1 ‘=1 
Considerons le coefficient de correlation R entre x) et x); ce coefficient est egal & 
la valeur moyenne E(y)y®)) du produit y) . y() des variables normalisees y”). 
Les y”) sont liees aux variables x”) par la formule 


y = [2m — Elm) YELEII — EC)? | 
Le coefficient R d&pend en general des deux indices m et n. Pour qu’il se reduise & 


une fonction d’une seule variable (n — m), il faut et il suffit que les quantites 
PP ,..., PX” soient ind&pendantes de m. B. Hostinsky (Brünn). 
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Delaporte, Pierre: Une m&thode d’analyse des corr&lations et son application. C.R. 
Acad. Sci., Paris 209, 142—145 (1939). 

An einer Anzahl von Individuen wird eine Reihe von Merkmalen gemessen. Man 
kann sich vorstellen, daß diese Maße sich linear aufbauen lassen aus Faktoren, die 
sich bei allen Merkmalen auswirken, aus Faktoren, die wenigstens bei einer Gruppe 
von Merkmalen von Einfluß sind, und schließlich aus Faktoren, die nur je einem Merk- 
mal zugehören. Wie Verf. bereits gezeigt hat (dies. Zbl. 21, 340), sind alle Korrelationen 
auf einen einzigen gemeinsamen Faktor /’ zurückzuführen, wenn die fortlaufende 


Proportion r40:fso =TaDIBDp = Tan: =" = TATTBT 
im Rahmen der statistischen Unsicherheit erfüllt ist. Es müssen also die Mutungs- 
bereiche für die wahren Quotienten r4c: ac . . - ein gemeinsames Intervall aufweisen. 


In der neuen Mitteilung behandelt Verf. verschiedene Fälle, in denen diese Bedingung 
nicht befriedigt wird. Dagegen gibt es Intervalle, die wenigstens in einem Teil der 
Mutungsbereiche enthalten sind. Auf diese Art vermag Verf. anzugeben, wo und in 
welcher Stärke gruppenweise wirkende Faktoren zu vermuten sind. So stellt das Ver- 
fahren des Verf. ein fast elementar zu nennendes Gegenstück zu der in den Vereinigten 
Staaten von Nordamerika gepflegten Faktor-Analysis dar, deren Aufbau sich mehr 
und mehr kompliziert. v. Schelling (Berlin-Charlottenburg). 


Wald, Abraham: The fitting of straight lines if both variables are subjeet to error. 
Ann. math. Statist. 11, 234—300 (1940). 

Die Arbeit befaßt sich mit der schon von zahlreichen Autoren, u.a. von K. Pearson 
[On lines and planes of closest fit to systems of points in space, Phil. Mag. (6) 2 (1901)], 
Gini [Sull’ interpolazione di una retta quando i valori della variabile indipendente 
sono affetti da errori accidentali, Metron 1, 63—82 (1921)], Roos [Metron 13, 3—20 
(1937); dies. Zbl. 16, 172], Frisch (Statistical confluence analysis by means of complete 
regression systems, Oslo 1934; dies Zbl. 11, 219) Koopmans (Linear regression analysis 
of economic time series, Haarlem 1937) und Allen (The assumptions of linear regression, 
Economica 1939) behandelten Aufgabe, N Punkte (z;, y;) durch eine Gerade auszu- 
gleichen, wenn beide Variablen x, y Fehlern unterworfen sind. Seien z,,..., 2y und 
Yı> :: :» Yn 2 Sätze von Zufallsvariablen und # (z,;) = X,und E (y,) = Y,; ihre ‚‚wahren“ 
Werte; seien alle N Fehler &; = x; — X, der z,, ebenso alle Fehler 7; = y; — Y; der 
y; nach demselben Gesetz verteilt, ferner alle &; und alle n, paarweise untereinander 
sowie jedes &; mit jedem n, unkorreliert, und schließlich bestehe zwischen den X; und 
Y; eine lineare Beziehung Y,=aX,+ß(i=],...,N); dann sind, wenn die untere 


: 1 
Grenze von vlXı +. +Xm— (Xm+ıt + Xy)| bei variierendem N=2,3,..., 
wobei m=N/2, positiv ist — der Einfachheit halber ist N gerade angenommen — 


Te ee Nase &ı +: +% 
(+... +2.) -(inzıt tz)’ N q Nas > 


N? (2; — &)? 1 a — 2)(y: — Y) 
Ne) De u He 
N Y-Y° (2: = 2) (y: — Y) 
Nzı > N PR > N | 


worin die x; und y; durch die beobachteten Werte zu ersetzen sind, „Konsistente“ 
Schätzungen von &, ß, o} und 0), d.h. sie konvergieren für N — oo im Sinne der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung gegen ihre Erwartungswerte «, ß, 0%, a Für & und f ergeben 
sich mit Hilfe der Studentschen Verteilung Mutungsintervalle. M. P.@eppert. 

Singleton, Robert R.: A method for minimizing the sum of absolute values of devia- 
tions. Ann. math. Statist. 11, 301—310 (1940). : 

Liegen n Beobachtungen mit den Ergebnissen (z{?,...,x®, y') vor und wird das 
Bestehen einer Beziehung y9 = }) zu angenommen, so kann die Bestimmung der 
unbekannten Koeffizienten u” unter der Bedingung, daß v—) |9® — y'| zu einem 


[7 


b=y-a-5= 


345 


Minimum werde, gefordert werden. Zunächst wird die Existenz eines Minimums ge- 
zeigt und sodann nachgewiesen, daß es nur ein einziges gibt. Die entwickelte Methode 
des „steilsten Abstiegs‘ besteht in einer systematischen Annäherung an das Minimum. 
Die Methode für eine einzige Veränderliche t, (20 — tw®), leuchtet unmittelbar ein. 
Für den allgemeinen Fall wählt man einen beliebigen Ausgangspunkt (uW, u®,..., WW); 
bestimmt nach angegebener Vorschrift einen Gradienten g{”, errechnet die Werte 
w =D ag, 2 = yN) — NY xÜu@, ermittelt dann für das eindimensionale Pro- 
blem z= tw den Wert t,, der das Minimum ergibt, und berechnet daraus als nächsten 
Näherungswert u” = u +96 t, und schreitet von diesem analog weiter. Ein 
Zahlenbeispiel erläutert den Weg. F. Knoll (Wien). 


Nörlund, N. E.: Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate bei gruppen- 
weiser Anordnung der Beobachtungen. Acta math. 72, 283—353 (1940). 


Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Wege zur möglichst raschen Ermittlung,der Elemente 
der Matrix |g,,|| anzugeben; der mittlere Fehler #4» einer Funktion F(z,,....,2,) ist dann 


durch die Formel : r öF öR 

Hr=u > 15757, 92, 
bestimmt, wenn u der mittlere Fehler einer Beobachtung ist. Im ersten Teil der Arbeit 
wird der Fall untersucht, daß n Gruppen von m Beobachtungen ];, 1, li, +--, k,m Vorliegen 


und die Fehlergleichungen in der Form „ 

DE ze 2er le Den) 

v=i 
mit 2,;,—=z, angenommen werden. Haben alle diese Gleichungen das gleiche Gewicht 1, 
ist m>r undn>2r— 2 und hat die Matrix 
1, a1. @&s, - - > Q,.| Wr Em) 

den Rang r + 1, so gelangt man zunächst rasch zu den reduzierten Fehlergleichungen, deren 
eine Seite die Form «2, + esta) Ber ra Hrn) 
annimmt; die Gewichtsgleichungen sind dann 


r—1 
2 0x (Gi4r-a,5 + Qira-r,3) + 94,3 0,55 I+:,5 = Inti,;- 
“= 


Der entscheidende Gedanke liegt nun darin, diese Gleichungen als lineare, nichthomogene 
Differenzengleichungen aufzufassen und Lösungen mit der Periode n zu suchen. Zunächst 
wird bewiesen, daß die charakteristische Gleichung der Differenzengleichung keine Wurzeln 
auf dem Einheitskreis hat und daß man die Determinante des obigen Gleichungssystems mit 
Hilfe der n-ten Einheitswurzeln durch 


Az WER Iren) = les) 2 Ten) 


(fx) =0 charakteristische Gleichung) ausdrücken kann. Für die Lösung der Differenzen- 
gleichung erhält man 4 n 
Ne > zu 32:rle). 
a! 


Eine reelle Darstellung läßt sich unmittelbar erkennen. Für n > 00 erhält man 


1 
li c082( — j)nxdx 
ei -[- + 26,_, cos2nx + 20,_3 C84n& + --- + 2c1 cos2(r - l)nz" 
0 


Die g;, lassen sich natürlich formal aus dem Gleichungssystem als Determinanten darstellen. 
Die Vereinfachung dieser wenig zweckmäßigen Determinanten gelingt durch die in der Arbeit 
wiederholt angewendete geistvolle Deutung der Determinanten als Resultanten zweier Poly- 
nome und die Verwendung des Formelapparates der Algebra der Resultanten. Vier verschiedene 
Darstellungen werden gegeben und ihre Zusammenhänge aufgewiesen; eine davon sei skizziert: 


Ist m n 
ö Ye Domr, geb, 040 du+0 
s=0 x=0 


und 


oo oo 6 

9(z) =D Bere > —, 
y(2) 2 
v=0 et) 


so läßt sich R,, „:ch*" durch eine Determinante in B, und R,,„: c»#+" durch eine Deter- 


minante in C, darstellen. Setzt man jetzt y(z) = f(z), p(z) = 2" — 1, 50 kann man 4, als 
Quotient zweier Determinanten in C, darstellen. Anschließend wird q,, mittels der Wurzeln 
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der charakteristischen Gleichung in der Form 


r-1 
"ur 


Ip, ; eg (a,) a” Re ir 


s=l 
dargestellt. Es werden dabei auch die Zusammenhänge mit den oben angedeuteten Formeln 
erschlossen. Am Ende dieses Abschnittes wird für q,, die Beziehung q,, = —4’(0):n4(0) 
ermittelt, dabei ist A(x) die Resultante von z* — 1 und f(z) — x2’"'. Liegt das System 


der Fehlergleichungen ,+iA,=k+z 

vor und wählt man als zusätzliche Bedingungsgleichung 3 z, = 0, so erhält man fast ohne 
Rechnung q,,= — ‚wy=-— an i+j; auch bei Wahl en als zusätzlicher Bedingungs- 
gleichung ist das einfache Ergebnis leicht zu gewinnen. Nimmt man jedoch die Fehler- 
gleichungen in der Form Lt iehl2.s eh, niel2n) 


mit der zusätzlichen Bedingung 32; = 0 an, so wird die Lösung schwieriger. Setzt man 
il 


r>1lundn>2r-— 2 voraus, so erhält man die Gewichtsgleichungen 


v-1 


r ge 
> 9) (ers Gare DU röy za; = (0 


.s=1 
und beweist, daß die charakteristische Gleichung die Doppelwurzel 1 und sonst keine Wurzel 
auf dem Einheitskreis hat; alle von 1 verschiedenen Wurzeln sind einfach. Nachdem man 
gezeigt hat, daß das System der Gewichtsgleichungen nur ein einziges Lösungssystem besitzt, 
wird bewiesen, daß er 
r E, 
er > fe) 

die Gewichtsgleichungen erfüllt (f(z) charakteristische Funktion). Zunächst werden die Ein- 
heitswurzeln eliminiert und durch die Wurzeln der charakteristischen Gleichung ersetzt. 
Auf eine Wiedergabe der Formeln muß verzichtet werden. Beachtenswerte Grenzwertformeln 
für n— 00 werden gewonnen. Um die irrationale Darstellung rationaler g;, zu vermeiden, 
wird wieder die Resultantenbildung geeignet gewählter Polynome herangezogen. Die ge- 
wonnenen Ergebnisse zeigen, daß das Ziel sich fast mühelos erreichen läßt. Die Wiedergabe 
der Methode zur Entfernung der Wurzeln der charakteristischen Gleichung aus den Aus- 
drücken q,;, ist hier nicht möglich. Die Gewichte g;,, die zu der Bedingungsgleichung 2, = 0 
gehören, stehen in einem einfachen Zusammenhang mit den Gewichten g;,, die bei der Be- 


dingungsgleichung 5 2, = 0 auftreten. F. Knoll (Wien). 
v=1 


Vernotte, Pierre: D&termination de la courbe passant aux mieux ä travers des points 
experimentaux. Mise en formule d’une loi experimentale. D£rivation d’une loi experi- 
mentale. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 329—331 (1940). 

Verf. hat sich die Aufgabe gestellt, ein Verfahren anzugeben, welches ohne prinzi- 
pielle Einschränkungen die Kurve der besten Annäherung einer experimentell be- 
stimmten Erscheinung ableiten läßt. Die Methode, welche vorläufig zusammenfassend 
angegeben wird, stützt sich hauptsächlich auf die Teilung des Messungsintervalls in 
p Teile, wenn p die Anzahl der Parameter der theoretischen Kurve ist, wobei in jedem 
Teile der mittlere Wert der theoretischen Kurve mit. demjenigen der experimentellen 
Kurve identifiziert wird. Die dazu notwendige theoretische Funktion eignet sich gut 
in der Form: d Asx+B 

(M+z + 0er): 
im Falle von 5 Parametern, die dann durch Lösung eines Systems von linearen Glei- 
chungen bestimmt werden können. Bossolasco (Messina). 

Vernotte, Pierre: Mise en formule d’une loi exprimentale: Caleul des eoefficients 
de la formule; determination de la valeur moyenne de la fonetion experimentale. Regu- 
larit@ d’une suite de valeurs exp&rimentales. ©. R. Acad. Sci., Paris 210, 475—477 (1940). 

Bezugnehmend auf die vorstehende Arbeit, zeigt der Verf., wie die Koeffizienten 
4, B,0, D, M der theoretischen Funktion numerisch abgeleitet werden können. 


Bossolasco (Messina). 
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Vernotte, Pierre: Mise en formule d’une loi exp&rimentale, par la möthode des valeurs 
moyennes: generalisation; raccord de deux formules; partage optimum de Pintervalle 


experimental. La methode des moindres carr&es eontinue. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 
565567 (1940). 


In Fortsetzung seiner früheren Untersuchungen (vgl. vorstehende Referate) zeigt 
der Verf., daß die von ihm vorgeschlagene Methode zur Kurvendarstellung einer 
experimentellen Erscheinung große Vorteile besitzt und daß sie selbst dem Verfahren 
der kleinsten Quadrate gegenüber als überlegen betrachtet werden kann. 


\ N i Bossolasco (Messina). 


® Handbuch der Erbbiologie des Menschen. Hrsg. v. Günther Just. In Gemein- 
sehaft mit K. H. Bauer, E. Hanhart u. J. Lange f. Bd. 2. Methodik. Genetik der Ge- 
samtperson. Berlin: Julius Springer 1940. XI, 820 S. u. 289 Abb. RM. 123.—. 

Koller, Siegfried: Allgemeine statistische Methoden in speziellem Blick auf die 
menschliche Erblehre. S. 112-212 u. 46 Abb. 

Mit dem vorliegenden Handbuchartikel hat Verf. die wichtige Aufgabe übernommen, 
den Erbbiologen eine geeignete Darstellung der allgemeinen statistischen Methodik zu geben, 
während die speziellen statistischen Methoden der menschlichen Erbforschung in einem 
weiteren Handbuchartikel des Verf. (vgl. nächstes Referat) Platz finden. Diese Aufgabe hat 
der Verf., als bewährter Pionier der Biostatistik wie kein anderer dazu geeignet, aufs beste 
gelöst. Auf dem knappen Raum von 98 Druckseiten ist es ihm gelungen, weit über den 
Rahmen der wenigen, bisher vorhandenen Lehrbücher hinausgehend, in nahezu restloser Voll- 
ständigkeit die Methoden der modernen Statistik darzustellen, an musterhaften Abbildungen 
zu veranschaulichen und durch zahlreiche, der Biologie und Medizin, speziell der Erbbiologie, 
entlehnte Zahlenbeispiele zu erläutern. Wie Verf. selbst einleitend sagt, kommt es ihm haupt- 
sächlich darauf an, die logischen Grundlagen der in den üblichen Verfahren enthaltenen 
statistischen Schlußketten zu erörtern und durch Zurückführung aller Fragestellungen auf 
die statistischen Grundbegriffe vor Irrwegen und Fehlschlüssen zu behüten. Damit fördert 
Verf. wesentlich die stets und überall von ihm befürwortete Entwicklung der modernen 
Statistik weg von der beschreibenden, messenden Statistik hin zur kritisch beurteilenden 
Statistik, die nicht mehr nıır nach Maßzahlen als solchen fragt, sondern Entscheidungsfragen 
stellt, klar umrissene Hypothesen prüfen will. In Kap. I werden die Hauptbegriffe der Sta- 
tistik auseinandergesetzt: Häufigkeit, Häufigkeitsverteilung, Eigenschaften und Berechnungs- 
methoden der gebräuchlichsten Mittelwerte und der verschiedenen Streuungsmasse (ein- 
schließlich der Sheppardschen Korrektur), Begriff des mittleren Fehlers, Begriff und Be- 
rechnung des Korrelationskoeffizienten, Grundbegriffe (Wahrscheinlichkeit, statistische 
Gesamtheit, Stichprobe, Zufall) und Rechenregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Unter- 
schied zwischen a-priori- und a-posteriori-Aufgaben. In Kap. II werden die wichtigsten Ver- 
teilungen (binomische, Normalverteilung, Poisson-Verteilung und Studentsche t-Verteilung) be- 
handelt, ihre Kennzeichnung durch verschiedene Momentensysteme und ihre Anwendung zur 
Abgrenzung von Zufallsbereichen (30-Regel) bzw. auf die Verteilung von Mittelwerten; im An- 
schluß daran der Rückschluß von einer Stichprobe auf die Gesamtheit sowie der Unterschied 
zweier Stichproben sowohl für Ereignisstatistiken als auch für Messungsreihen. In dem „Die 
Streuung‘ überschriebenen Kap. III werden die Markoff-Tschebyscheffsche Streuungs- 
ungleichung, Sätze und Näherungsformeln für Mittelwert und Streuung von Funktionen, die 
Streuung in Reihen mit schwankender Grundwahrscheinlichkeit (Poisson- und Lexis-Schema), 
die Prüfung der Einheitlichkeit einer statistischen Reihe mittels des Lexisschen Dispersions- 
koeffizienten, der Vergleich von Häufigkeitsverteilungen nach dem x?-Verfahren, die Streu- 
ungszerlegung und schließlich Gruppenunterschiede in mehreren Merkmalen behandelt. 
Kap. IV ist der Untersuchung von Zusammenhängen gewidmet, die Verf. in folgende vier 
Hauptfragestellungen zergliedert: 1. Existenzfrage: Liegt überhaupt ein Zusammenhang vor? 
2. „Korrelation“: Wie weit weichen die Befunde von Unabhängigkeit ab? Wie eng ist der 
Zusammenhang ? Ist er in einer Korrelationstafel enger als in einer anderen ? 3. „Regression“: 
Was folgt aus der Kenntnis eines Wertes einer Variablen für die zugehörigen Werte der anderen ? 
4. Gegenseitige Abhängigkeitsverhältnisse mehrerer Variablen. Behandelt wird in Kap. IV: 
1. Das Vierfelderschema; 2. die Beurteilung des Korrelationskoeffizienten (Existenzfrage und 
"Vergleich zweier Korrelationskoeffizienten mit Hilfe der Fisherschen z-Transformation); 
3. die Deutung von Korrelationen (Scheinkorrelationen, „8purious correlation“, Korrelation 
von Prozentzahlen usw.); 4. die Regressionslinien; 5. die Abhängigkeitsverhältnisse; 6. die 
normale Häufigkeitsfläche (mit sehr instruktiven räumlichen Darstellungen); 7. Korrelation 
zwischen mehr als zwei Veränderlichen; 8. nichtlineare Regression (Korrelationsverhältnis); 
9. Reihen korrelierter Beobachtungen und Geschwisterkorrelationen („intraclass-correlation“). 
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Kap. V umfaßt Kurvenausgleichung, Transformation der Beobachtungswerte, Ausgleichung 
von Häufigkeitsverteilungen und Standardisierung. Das letzte, „Der statistische Vergleich 

benannte Kapitel ist im 1. Teil, „‚Fragestellung und Antwort“, grundsätzlichen Erwägungen 
über Sinn und Ziel der statistischen Methode, Notwendigkeit, Wesen und Beweiskraft der 
kritischen Prüfung klar umrissener Arbeitshypothesen im eingangs erwähnten Sinne gewidmet.. 
Teil 2 und 3 enthalten Prinzipielles über Material und Methode sowie über Auslese. Ein sehr 
reichhaltiges und sorgfältig bearbeitetes Schrifttumsverzeichnis schließt die nicht nur für 
Erbbiologen, sondern darüber hinaus für jeden statistisch Arbeitenden überaus wertvolle und 
nützliche Darstellung ab. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


@ Handbuch der Erbbiologie des Menschen. Hrsg. v. Günther Just. In Gemein- 
sehaft mit K. H. Bauer, E. Hanhart u. J. Lange f. Bd. 2. Methodik. Genetik der Ge- 
samtperson. Berlin: Julius Springer 1940. XI, 820 S. u. 289 Abb. RM. 123.—. 

Koller, Siegfried: Methodik der menschlichen Erbforschung (mit Ausnahme der 


Mehrlingsforschung). S. 249—309 u. 17 Abb. 

Während die erste Hauptaufgabe der Erbstatistik, „der Nachweis des Vorhandenseins 
von Erbeinflüssen auf die Entstehung eines Merkmals‘“, als Hauptaufgabe der Zwillings- 
forschung in dem von Luxenburger verfaßten Artikel über Zwillingsforschung als Methode 
der Erbforschung beim Menschen behandelt wird, kommt hier nur die zweite Hauptaufgabe, 
„die Einordnung der Erblichkeitsverhältnisse in das Schema der Mendelschen Regeln“, zur 
Sprache, also einerseits die statistische Prüfung eines mutmaßlichen Erbganges, andererseits 
die Bereinigung der Zahlen in den Fällen, in denen die wahren Zahlenverhältnisse nur ver- 
zerrt zum Ausdruck kommen. Kap.I ist der Grundfrage nach der Häufigkeit eines Merk- 
mals gewidmet: 1. Prinzipielle Ausführungen über Materialgewinnung und Auslese, Ver- 
gleichsmaterial; in 2. und 3. erörtert und begründet Verf. eingehend verschiedene, zum Teil 
bereits bekannte, zum Teil neue Verfahren zur Berücksichtigung der Altersverteilung in großen 
bzw. kleinen Beobachtungsreihen (hierbei bedeutet die mathematische Präzisierung eine wohl- 
tuende Erleichterung und Vereinfachung gegenüber anderen, von biologisch-medizinischer 
Seite kommenden Darstellungen dieser Frage, in denen mit List und Tücke jegliche mathe- 
matische Formulierung vermieden wurde). In Kap. II wird die Erbstatistik in der Familie 
behandelt, und zwar 1. die Prüfung reiner Mendelziffern, 2. die Auslese der Geschwister- 
schaften mit mindestens einem Merkmalsträger bei vollständiger Manifestation. Hierbei wirkt 
in der Darstellung der a-priorischen Methode nach Apert-Bernstein, der Weinbergschen 
Geschwistermethode, der Lenzschen Gewichtsmethode, der Dahlbergschen ‚Nachgeschwister- 
methode“ usw. im Gegensatz zu mancher bisherigen, etwas verworrenen Darstellung die strenge 
Unterscheidung zwischen Familienauslese und Probandenauslese sehr klärend; hervorzuheben 
ist die vom Verf. vorgeschlagene „‚Erstprobandenmethode‘, die künstlich die Probandenaus- 
lese auf die — günstigere — Familienauslese zurückführt, ferner eine sehr praktische Flucht- 
linientafel zur Auflösung der Gleichung 


ps 
Reel 
1 el = 


(p = allgemeine Rezessivenwahrscheinlichkeit, s = Kinderzahl pro Familie, R, = erwartungs- 
gemäße Rezessivenzahl pro Geschwisterreihe); 3. Manifestationsschwankungen, Uneinheitlich- 
keit des Merkmals, 4. Mutter-Kind-Statistik, 5. die Feststellung der Koppelung zwischen 
zwei Merkmalen. Kap. III und IV lehnen sich stark an die entsprechenden mathematisch 
ausführlicher gehaltenen Abschnitte in H. Geppert und S. Koller, Erbmathematik (Leipzig 
1938; dies. Zbl. 18, 322) an und betreffen: Kap. III: die Erbstatistik in der Bevölkerung: 
1. die Zusammensetzung einer durchgemischten Bevölkerung; a) einpaarigen Erbgang, b) Gen- 
reihen (Allele), c) geschlechtsgebundenen Erbgang, d) Vererbung mehrerer Merkmale (Fak- 
torenaustausch), e) einpaarigen Erbgang bei quantitativen Merkmalen; 2. die Zusammen- 
setzung einer nicht durchgemischten Bevölkerung bei einortigem Erbgang. Kap.IV: die 
Erbstatistik in der Sippe: 1. die Häufigkeitsverteilung der Sippentypen; 2. Blutsverwandt- 
schaft unter den Eltern der Merkmalsträger; 3. die Verwandtenziffern (Erbprognoseziffern) ; 
4. die Differenzenquotienten von Verwandtenziffern als Prüffunktionen für Einortigkeit des 
Erbganges und für die Dominanzverhältnisse. In Kap. V sind in wertvollen Richtlinien für 
die Untersuchung eines Erbganges die besprochenen statistischen Methoden praktisch zu- 
sammengefaßt. Es folgt ein ausführliches Literaturverzeichnis. M. P. Geppert. 


@ Mittmann, Otfrid: Erbbiologische Fragen in mathematischer Behandlung. Berlin: 
Walter de Gruyter & Co. 1940. XI, 265 8. u. 46 Fig. geb. RM. 22.—. 
. .,,Verf., der durch jahrelange Zusammenarbeit mit Zoologen über eine gründliche Einsicht 
in biologische Problemstellungen verfügt, hat in vorliegender Schrift die mathematische 
Behandlung einiger dieser Fragen unternommen. Die Mathematik spielt dabei nur die Rolle 
des Handwerkszeugs, das zur Erzwingung von Lösungen dient, und das Primäre bleibt mit 
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vollem Recht der biologische Stoff. Dementsprechend überwiegt weitaus, insbesondere bei 
der Behandlung der Statistik, das erläuternde Wort die konzentrierende Formel; mathe- 
matische Ableitungen sind auf ein Mindestmaß beschränkt; die Eleganz des Kalküls kommt 
nicht zur Entfaltung. Grundlage der mathematischen Behandlung ist die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, der Verf. anhangsweise eine eigene knappe sachgemäße Darstellung widmet; 
irreführend sind allerdings die Zeichnungen 8.219 zur (unstetigen) Bernoulli-Verteilung, 
die sie linear interpolieren, während die Ausführungen ebenda unten über Maximum und 
Wendepunkte der Verteilung nur für lange Versuchsreihen und Interpolation mittels der 
T-Funktion gelten. Weiterhin wird die Auflösung von Differenzengleichungen (Rückschluß- 
formeln) benötigt; wo diese in elementarer Form nicht durchführbar ist, begnügt sich Verf. 
mit der asymptotischen Lösung durch die entsprechende Differentialgleichung, ohne aller- 
dings zu erwähnen, daß sich in den numerischen Lösungen dabei recht beträchtliche Ab- 
weichungen einstellen können. — Der Stoff gliedert sich in zwei Teile, die Bevölkerungs- 
theorie und die Erbstatistik. Verf. hat sich hier insbesondere um die Fragen bemüht, die 
den Zusammenhang zwischen Erbgefüge und Erscheinungsbild betreffen. Vor allem in der 
Erbstatistik gibt Verf. neue Ansätze zur Berücksichtigung der übergreifenden Erscheinungs- 
formen und entwickelt tragfähige, durch sorgfältig durchgerechnete Beispiele erläuterte Me- 
thoden zur Prüfung, ob es sich bei einem gegebenen Merkmal um ein- oder mehrpaarige Ver- 
erbung handelt und wie stark verschiedene Merkmale gekoppelt sind. Diese verfeinerten 
Verfahren werden sich bei normalen Merkmalen, d. h. genügend umfangreichem Beobachtungs- 
material, als fruchtbar erweisen. Auf die zum Teil wesentlich anders liegenden Fragestellungen 
der menschlichen Erbstatistik ist nicht eingegangen. In der Bevölkerungstheorie liegt das 
Schwergewicht auf der erschöpfenden Behandlung der Auslesewirkungen, vor allem der 
Gattenwahl, und ihren biologischen Folgen. Mathematisch handelt es sich dabei um die 
Auflösung von Rückschlußformeln. Es ist zu bemerken, daß die vom Verf. so gern betonten 
Unterschiede zwischen Erbgefüge und Erscheinungsform sich dabei durch die Matrix der 
Zusammenhangswahrscheinlichkeiten beschreiben lassen, durch deren Multiplikation die 
Erbklassenwahrscheinlichkeiten in die Klassenwahrscheinlichkeiten des Erscheinungsbildes 
umgewandelt werden und umgekehrt; der mathematische Kern ist immer die Behandlung 
des Erbgefüges. Die vom Verf. schon in früheren Arbeiten erzielten Ergebnisse bezüglich 
der Zeiträume, in denen eine geringfügiße Mutation wirksam wird, sind speziell für die Ent- 
wicklungslehre bedeutsam. Die Erbgesetze einer Sippe und die Erbbehaftung eines Einzel- 
wesens durch seine Sippe sind verhältnismäßig kurz besprochen, ohne auf die mannigfachen 
Fragen einzugehen, die gerade auf diesem Gebiete von der menschlichen Erbforschung gestellt 
werden. — Im ganzen ist das Buch ein neuer erfreulicher Beweis für die wachsende Zusammen- 
arbeit zwischen Biologie und Mathematik und die steigende Bedeutung, die die letzte zur 
Aufdeckung verwickelter biologischer Zusammenhänge erhält. Harald Geppert (Berlin). 


Luxenburger, Hans: Die Bedeutung des Maßes der Stichprobenauslese für die Be- 
rechnung der Manifestationswahrseheinliehkeit erblicher Merkmale. (Zur Methodik 
der Zwillingsforsehung.) Z. menschl. Vererbgs- u. Konstit.lehre 24, 309—312 (1940). 

Zur Berechnung der Manifestationswahrscheinlichkeit M eines Erbmerkmals werden 
Serien erbgleicher Zwillinge untersucht und das Verhältnis der Zahl positiv-konkordanter 
Paare zur Gesamtzahl der positiv-konkordanten und diskordanten Paare als Konkordanz- 
ziffer K’ ermittelt; da die negativ-konkordanten Paare nicht in Ansatz gebracht sind, ist X’ 
nicht die echte Konkordanz. Das Maß der erfolgenden Stichprobenauslese sei r, gleich dem 
Quotienten aus der Zahl der direkt erfaßten merkmalbehafteten Partner der Ausgangs- 
personen und der Zahl der merkmalbehafteten Zwillingspartner überhaupt. Dann ist 
M = K’r-+1).(K’r+1)-'!. Verf. untersucht diese Funktion auf ihre Abhängigkeit 
von K’, r, tabuliert sie und zeigt, daß die Abhängigkeit von r nicht vernachlässigt werden 
darf. Harald Geppert (Berlin). 


Waerden, B. L. van der: Biologische Konzentrationsauswertung. Ber. Verh. sächs, 
Akad. Leipzig 92, 41—44 (1940). 

Zur Bestimmung der Giftkonzentration eines Präparates verabreicht man eine 
steigende Folge von Dosenstärken, deren Logarithmen x; sind, n; Versuchstieren und 
stellt k; Todesfälle fest,=1...s. Gefragt wird nach dem Logarithmus & derjenigen 
Dosis, bei der die Mortalität gerade $ ist. Führt man noch eine kleinste und eine größte 
Dosis x, bzw. z,,, ein, deren zugehörige Mortalitäten nahezu 0 bzw. 1 sind, so kann 
man mit Gaddum als Näherung für & verwenden 
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Sieht man die wahre Mortalität p en Funktion der Dosis e” als bekannt an: 


Zac ee 


nimmt man ferner die Dosen so, daß die x; eine arithmetische Folge der Differenz ö 


bilden und wählt nn, = ---=m,=n, so berechnet sich der wahre Wert des mittleren 
Fehlers u von L aus do = 0 
NYTi 


während die „maximum-likelihood“-Methode von R. A. Fisher für & einen Wert 
liefert, für den u? = 0.554 °° wird. Die Gaddumsche Methode ist also hochgradig 


„efficient“. Die Genauigkeit dieser Methode kann dadurch erhöht werden, daß man 


die m proportional zu Yp;(l — pi) [p; = wahre Mortalität, die zu x; gehört] wählt, sie 
also in der Nähe von & größer wählt als bei entfernteren Dosen. Harald Geppert. 

Bolza, Hans: Bemerkungen zur Bevölkerungsentwicklung und ihre Gesetzmäßig- 
keiten. Ber. physik.-med. Ges. Würzburg, N. F. 63, 97—120 (1940). 

Sind M,(t) und M,(t) die Anzahlen der seit dem Zeitpunkt t = 0 erfolgten Zu- 
bzw. Abgänge in einer Bevölkerung, so ergibt der zur t-Achse senkrechte Abstand 
der beiden „‚Mengenkurven“ für jeden Zeitpunkt den BevölkerungsbestandS=M,—M,, 
der zur t-Achse parallel gemessene Abstand der beiden Kurven einen Mittelwert 7 
der Lebensdauer. Für kleine Zeitperioden liefert die Annahme eines linearen Wachs- 
tums der Bevölkerung (S$ = a + bt) eine brauchbare Annäherung, aus der sich ergibt, 
daß die mittlere Lebensdauer 7 in 1. Näherung der Zugangsziffer z — 5 . —. um- 
gekehrt proportional ist. Eine wesentlich bessere Näherung erhält man durch den 
Ansatz exponentiellen Wachstums, $S = S, - e!, obwohl dieser implicite eine konstante 
mittlere Lebensdauer T = 7, und eine konstante Geburtenziffer z = z, erfordert und 
damit der Erfahrung widerspricht. Die mittlere Lebensdauer ist auch hier der Ge- 
burtenziffer reziprok, hängt aber ferner vom Koeffizienten e ab, während der Be- 
völkerungsbestand ausschließlich von &, der Differenz aus Geburten- und Sterbeziffer, 
abhängig ist. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Munkelt, Karl: Die Ausgleichung von Sterbetafeln nach Gompertz-Makehamsehen 
Polynomen. Frankfurt a. M.: Diss. 1939. 55 8. 

Nach einem Beweis dafür, daß die Annahme des „Gesetzes vom gleichmäßigen 
Altern‘ für w, notwendig zum Gompertz-Makehamschen Ansatz oder zu einem linearen 
Ansatz führt, werden Schranken für die Geltung des Gompertz-Makehamschen Gesetzes 
gesucht und wird versucht, allgemeine Kennzeichen hierfür anzugeben. Man kann bei 
der Approximation von +1 = A-+ Bc**! durch ein Polynom P,„(n + y) nach der 
Methode der kleinsten Quadrate erkennen, daß 

Mary: Unyy = Inc Pz(n + y):Pu(n+ 9), 

und daß für die Koeffizienten aller Polynome P„(n+ y) unabhängig vonn a, .::@, 1ı=k; 
angenommen werden muß. Ist also bei einem konkreten Fall a,::@,, ı näherungsweise 
für einen Wertebereich von Altern ,<x<x, nahezu konstant, so kann für diesen 
Bereich das Gompertz-Makehamsche Gesetz als geltend angenommen werden. Die 
Glättung muß nun so erfolgen, daß die Anpassung möglichst gut ist (also durch die 
Methode der kleinsten Quadrate), und daß das Ergebnis sich dem Gompertz-Makeham- 
schen Gesetze annähert. Daher wird der Ansatz 


Pin + = ano + m. Dhy, el 
in Vorschlag gebracht. 2 Konstanten a, ; en aus der Bedingung 


> (Pa(n + Y) — Un+y)? = Minimum, 


y-=-r 
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die Konstanten k; aus der Bedingung 


2 r 


al 1 Beer 

Sara enter = Minen 

n=z ı-n=-—r 
([4;] Summe) ermittelt. Da die u, nicht der direkten Beobachtung zugänglich sind, 
werden noch geeignete Differentiations- und Integrationsmethoden zur näherungs- 
weisen Ermittlung in Vorschlag gebracht. Umfangreiches numerisches Material zeigt 
die praktische Erledigung der rechnerischen Arbeit. F. Knoll (Wien). 

Cultrera, Raffaele: Sulle variazioni della mortalitä degli assieurati. Atti Ist. naz. 

Assicuraz. 11, 107—114 (1939). 


Paglino, Fernando: Interdipendenza tra utili di mortalitä e utili di interesse. Atti 
Ist. naz. Assicuraz. 11, 115—126 (1939). 

Während bekanntlich bei einer Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Prä- 
mienzahlung, wenn die Prämien zu Beginn des Jahres und die im Todesfalle auszu- 
zahlenden Summen am Ende des Jahres fällig sind, der mittlere Gewinn sich aus zwei 
voneinander unabhängigen Bestandteilen zusammensetzt, dem durch den Unterschied 
zwischen tatsächlicher Sterblichkeitsziffer q*,, und vorgesehener q,;„ entstehenden 
Gewinn einerseits und dem durch den Unterschied zwischen dem wahren Zinsfuß i* 
und dem theoretischen ; verursachten Gewinn andererseits läßt sich diese Zerlegung, 
wie Verf. zeigt, bei manchen Versicherungsformen nicht durchführen. Z. B. gilt für 
den mittleren Gewinn einer Todesfallversicherung mit lebenslänglicher Prämien- 
zahlung im kontinuierlichen Fall die Gleichung: 


Er u 1 z+n+1 
ä, ar: REG ; 
De un WW mern | Diät ar 
z+n 
: s z+n+1 ztnt+1l rn 
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z+n z+n 
z+ın z+tn 


wo D* = I#e”°*t; das erste und zweite Glied der rechten Seite stellen die Haupt- 
bestandteile des Sterblichkeits- und Zinsgewinns dar, während die beiden übrigen 
nicht in Sterblichkeits- und Zinsgewinn aufteilbar sind. Auf das Ergebnis wird die 
Eulersche Summenformel angewendet. Verf. untersucht sodann an Zahlenbeispielen 
das Verhalten der drei Bestandteile und zeigt an geeigneten Versicherungsformen 
das Überwiegen des Hauptbestandteils des Sterblichkeitsgewinns. 

M. P. Geppert (Bad Nauheim). 

Mazzoni, Paeifico: Sul ealeolo delle tariffe di una compagnia di assieurazioni sulla 
vita. Atti Ist. Naz. Assicuraz. 11, 67—106 (1939). 

Betrachtungen über die bei Festsetzung der Zuschläge befolgten Kriterien, unter 
besonderer Berücksichtigung der Verwaltungszuschläge; für letztere werden vom Verf. 
neue Formeln vorgeschlagen. Bruno de Finetti (Trieste). 

Medolaghi, Paolo: Considerazioni sull’assieurazione dei rischi tarati. Atti Ist. Naz. 
Assicuraz. 11, 41—66 (1939). 

Betrachtungen über statistische Probleme betreffend die Versicherung minder- 
wertiger Risiken und insbesondere über die Beziehungen zwischen Sterblichkeitstafeln 
für minderwertige Risiken und Selektionstafeln. Bruno de Finetti (Trieste). 

D’Addario, Raffaele: Sulla riassieurazione dell’eecedente per sinistro nelle assieu- 
razioni di responsabilitä. Atti Ist. naz. Assicuraz. 11, 15—39 (1939). 

Prämienformeln für Schadenexzedensversicherung, insbesondere für den Fall, daß 
die Schadensummen logarithmisch normal verteilt sind. Herman Wold. 

Ottaviani, 6.: La teoria del rischio del Lundberg e il suo legame con la teoria elassica 


del rischio. Giorn. Ist. Ital. Attuarı 11, 163—189 (1940). BN 
Verf. untersucht unter den allgemeineren Hypothesen von de Finetti die Lundbergsche 
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Risikotheorie im Zusammenhang mit der klassischen Theorie. Nach genauer Diskussion der 
einzelnen Lundbergschen Hypothesen gelangt er zum Ergebnis, daß die Anwendung der 
klassischen Theorie eher für die Praxis in Betracht komme als diejenige von Lundberg. sSazer. 


Insolera, Filadelfo: Teoremi sulla seindibilitä di funzioni che interessano la mate- 
matica finanziaria. Giorn. Mat. Finanz., II.s. 10, 1—36 (1940). 

Sätze über Funktionen f(x, y) mit der Eigenschaft f(z, y) = (2) + y(y) bzw. 
f(x, y) = p(x) - y(y) (z.B. Bedingungen für /, und ,, damit /=fı + Js bzw] = fi is, 
eine der beiden Eigenschaften aufweisen usw.). — Anwendungen und Bemerkungen 
auf dem Gebiete der Verzinsung. Bruno de Finetti (Trieste). 


Numerische und graphische Methoden. 


@ Cardung, J. J.: Der logarithmische Rechenschieber als Spezial- G@ewichts-, Flächen- 
und Rauminhaltsschieber. Sömmerda i. Thür.: J. J. Cardung 1940. 32 S. u. 11 Abb. 
RM. 1.35. 

Zur Berechnung von Körpergewichten, Flächen- und Körperinhalten kann man die Ver- 
wendung von Tafeln einschränken, wenn man auf dem 25 cm-Rechenstab eine Reihe geeigneter 
Merkstriche anbringt. Verf..gibt die Lage solcher Merkstriche an und behandelt mehrere 
Beispiele. Werner Schulz (Berlin). 

Reiersel, Olav: A method for reeurrent computation of all the prineipal minors 
of a determinant, and its applieation in eonfluence analysis. Ann. math. Statist. 11, 
193—198 (1940). 

Zur Bestimmung der sämtlichen Hauptunterdeterminanten einer quadratischen 
Matrix wird hier ein Verfahren angegeben, das sich auf das ‚„Angelpunktverfahren“ 
(pivotal method; siehe hierzu Aitken, dies. Zbl. 6, 147) zurückführen läßt. Als Vor- 
bild wird ein Beispiel von R. Frisch (dies. Zbl. 11, 219) behandelt. Bei der Anwendung 
auf die Bestimmung des charakteristischen Polynoms einer Matrix wird der Vergleich 
mit dem Verfahren von P. Horst (dies. Zbl. 12, 115) durchgeführt; das Verfahren von 
Horst ist bis zur Ordnung 9 weniger günstig, bei Ordnungen von 10 aufwärts da- 
gegen günstiger. L. Schrutka (Wien). 

Schumann, T. E. W.: The prineiples of a mechanical method for caleulating regres- 
sion equations and multiple eorrelation eoeffieients and for the solution of simultaneous 
linear equations. Philos. Mag., VII. s. 29, 258—273 (1940). 

Die linearen Regressionsgleichungen für zwei unabhängige Variable lassen sich 
auf die Form = hy +k, +d, j=1,2,...,n) bringen, wobei z,, y,,2,; bzw. 
die Abweichungen von den Mittelwerten der Variablen X,, Y,Z;, (j =1,...,n) sind. 
Die Aufgabe, k, und k, so zu bestimmen, daß Id} ein Minimum wird, läßt sich, wie 
der Verf. zeigt, durch einen einfachen Mechanismus experimentell lösen. Die y,, 2, 
sind dabei je in einer Ebene gelegene Hebelarme an zwei um ihre Achse drehbaren 
Wellen. Über Rollen an den Endpunkten dieser Hebelarme und einige weitere Rollen 
laufen Fäden, an deren einem Ende je ein Eisenstab in Quecksilber eintaucht, 
während der andere Endpunkt durch geeignete Verschiebung aus einer Anfangslage 
(=: =m=0) den x-Wert einzustellen gestattet. Die Drehungen f, und ß, 
der Wellen nach der Einstellung der x-Werte ergeben die gesuchten Werte k, = 2 sinß, 
und k%,=2sinß,. Der Regressionskoeffizient ist dann leicht zu berechnen. Das 
Verfahren gilt analog für beliebig viele Variable und läßt sich auch zur Lösung eines 
beliebigen linearen Gleichungssystems abändern. F. Ringleb (Augsburg). 

Collatz, L.: Das Hornersche Schema bei komplexen Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen. Z. angew. Math. Mech. 20, 235—236 (1940). 

Soll ein Polynom n-ten Grades an der Stelle x, = u + iv berechnet werden, so 
kann man mit Hilfe der Gleichung 23 = 2ux, — (u? + v2) = PX, + q die Potenzen 
von x, nacheinander reduzieren. Daraus ergibt sich eine Abart des Hornerschen 
Schemas für komplexe Wurzeln, die bei Gleichungen mit reellen Koeffizienten gegen- 
über dem üblichen Verfahren mit fast der halben Rechenarbeit auskommt. Ein Vorteil 


353 


des vom Verf. angegebenen Schemas ist ferner, daß man weitgehend im Reellen rechnen 
kann und damit die Fehlermöglichkeiten vermindert. Werner Schulz (Berlin). 
Sebastiäo e Silva, Jos&: Über die zahlenmäßige Auflösung algebraischer Gleichungen. 
Portugaliae Math. 1, 303—332 (1940) [Portugiesisch]. 
Verf. beweist zuerst den Satz: Es sei «>0, 0<d9,<1(n=0,1,2,.. ah 


oo 
HZ, W;Ön-10n-15 An-1 = &Kn-2 — U,_,, dann ist >,®, = + 00 notwendig und 
n=0 


n 
hinreichend dafür, daß lim DW=x; wenn ferner die ®, eine wachsende Reihe bilden, 
>x = 1 


gilt: 241 <a< SH + Wrıl(ur — Uprı). Der Satz wird gebraucht für einen Be- 
weis der Konvergenz bei Näherungsmethoden, die in denjenigen von Newton-Fourier 
und Graeffe ihren Ursprung haben. Dabei wird folgender Satz bewiesen, der eine 
Verallgemeinerung der Newton-Fourierschen Methode liefert; Es sei F(x)=0 eine alge- 
braische Gleichung mit reellen Koeffizienten, F"r+!)(2)=0, & eine reelle Wurzel, 
A<o&<.u; es sei ferner Ö(x) ein für p>1 so definiertes Polynom: BP+1)(z) = 0; 
9) = FORM, i=0,1,2,..,r 1; Dm+n(y) = Ft), h=0,1,2,..,8—1, 
woer+s=p+tlundO0=<m<s[r; ist dann (*) (—1)+!F(u)Fe+D(z)<O in (A, u), 
so gibt es eine Nullstelle von ®(x) zwischen A und «, die die erste Annäherung von & 
liefert. Im Falle p=1 entsteht die Newton-Fouriersche Methode, während (*) die 
zugehörige Bedingung für den Fourierschen Endpunkt bildet. Luigi Beretta. 

Ostrowski, Alexandre: Sur la convergence et l’estimation des erreurs dans quelques 
proc&des de resolution des &quations num£riques. Gedenkwerk D. A. Grave, Moskau 
213—234 (1940). 

Verf. beschäftigt sich zunächst mit dem Verfahren von Mises zur näherungs- 
weisen Berechnung einer Wurzel der Gleichung f(z) =0. Es sei f(x) in einem ab- 
geschlossenen Intervall J = (A, B) stetig. Existiert f(x), so sei M = Mex| f(&)| 
und c eine positive Konstante < TE ist f(x) nur stetig, so ist für M die obere Grenze 


der Differenzenquotienten ee mit z,,23< J zu nehmen. Man bilde nun, 


2 

ausgehend von einem Wert x, mit f(z,) >0, die beiden Folgen 
() Biss Htelle), 3 Ssıi=n,—-clle) (=1,2, 3, ...). 
Liegen die Zahlen der Folge (1) bzw. (2) sämtlich in J, so konvergieren sie monoton 
wachsend bzw. monoton fallend gegen einen Grenzwert, der die kleinste Nullstelle 
von f(x) im Intervall x,, B bzw. die größte Nullstelle von /(x) im Intervall A, x, ist. 
Heißt die Nullstelle £ und existiert f’(£) = 0, so hat man 

— 241 ‚ E— ir4ı 1 

Fey >1-.celf(d)]; ar 
Sodann betrachtet Verf. die Konvergenz des Newtonschen Verfahrens unter verschie- 
denen Voraussetzungen, und zwar, ausgehend von einem Wert z,, unter Zugrunde- 
legung der Folgen 
(3) a a Le! 

22 Pr @,) j E ra) Es 

Für die praktische Berechnung einer Wurzel empfiehlt Verf. als besonders bequem 
bei schneller Konvergenz, die Näherungswerte abwechselnd nach (3) und (4) zu 
bilden. Werner Schulz (Berlin). 

@ Pedersen, Peder: Über die numerische Berechnung der Kettenbrüche nebst einer 
Berechnung der Grundzahl der natürlichen Logarithmen. (Meddel. Geodaet. Inst. 
Nr. 14.) Kobenhavn: 1940. 36 8. u. 3 Abb. 

Die Berechnung der Zähler und Nenner der Näherungsbrüche eines unendlichen 
Kettenbruches wird in einer sehr zweckmäßigen Weise ausgeführt, die auch eine Kon- 
trolle sowie eine Fehlerabschätzung liefert. Als Anwendung wird die Zahl e mit 404 
kontrollierten Dezimalstellen berechnet. Dabei erweisen sich die von Shanks und 
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Boorman berechneten Werte als fehlerhaft, und zwar von der 187. bzw. der 223. Stelle 
an. Die Ausführung der Division erfordert bei derartigen Rechnungen die größte 
Arbeit. Die genannten Fehler sind auch bei der Division entstanden. N yström. 

Manara, Carlo Felice: Introduzione della funzione esponenziale mediante genera- 
zione meeeaniea della spirale logaritmica. Period. Mat., IV.s. 20, 246—249 (1940) 

Die logarithmische Spirale e = o9€*? ist Integralkurve der Differentialgleichung 
do:o =ad#. Der Polarintegraph von E. Pascal gestattet, die Integralkurve dieser 
Differentialgleichung mechanisch herzustellen. Aus der Erzeugung der Kurve mittels 
des Integraphen leitet Verf. die Funktionalgleichung f(®, + ®,) = f(d,) - /(%,) und 
die Grundeigenschaften der Exponentialfunktion ab. Max Zacharias (Berlin). 

Sehemmrich, Otto: Ein elektrisches Meßverfahren zur Integral- und Mittelwert- 
bestimmung. Arch. Elektrotechn. 34, 415—423 (1940). 

Die beschriebene Meßanordnung gestattet, mit Hilfe einer Kondensatorschaltung 
bei veränderlichem Widerstand, Integrale bzw. Mittelwerte zeitveränderlicher Vor- 
gänge zu erfassen (Mengenmessungen, Mitteldruckmessungen u. a. m.), auch z. B. bei 
laufenden Messungen der Betriebsüberwachung. Eine an dem Kondensatorkreis an- 
gelegte, geeignete Spannungsvariation ermöglicht, auch zeitunabhängige Größen zu 
integrieren. Es besteht auch die Möglichkeit, mehrere Einflußgrößen zu berücksich- 
tigen. Nyström (Helsinki). 

Semendyaev, K. A.: An applieation of the integrator. J. appl. Math. a. Mech., 
N.s. 4, 139—143 u. engl. Zusammenfassung 144 (1940) [Russisch]. 


Verf. beschreibt ein Verfahren zur Ermittlung von Integralen / dx (k=1,22.) 


%o 

bei veränderlichem x, wenn die Kurve y(zx) gezeichnet vorliegt. Ein ähnlicher Gedanke 
wurde von Nyström [Comm. Phys.-Math. Soc. Sc. Fen. 7 (1934); dies. Zbl. 9, 176] 
entwickelt, nämlich die Verwendung des Planimeters als Integrator; Verf. beschreibt 
die für k = 3 modifizierte Form des Amsler-Coradischen und des Adler-Ottschen Inte- 
grators, die drei Integrierrollen aufweist. Außer den Ablesungen an diesen gehen in 
die Formel für das Integral Funktionen des Polarwinkels ein, die lediglich mit den 
Apparatkonstanten gebildet sind und zweckmäßigerweise vor Anwendung des Appa- 
rates tabuliert werden. Harald Geppert (Berlin). 

Jourawski, A.M.: Über ein Verfahren zur angenäherten Integration der Differential- 
gleichungen und Berechnung der Quadraturen. Bull. Acad. Sci. URSS, Cl. Sci. techn. 
Nr 4, 93—107 (1940) [Russisch]. 

L’au. fait quelques discussions sur le reste d’une formule de quadrature de Brawin: 


b 
BF = flb) fa) n+ 2 f 0) 
IoRS al HT ZH b-a+R, n=5n. 
Nn+2 u 


b— a)* i 
a kHro-zrm),e<e<s, 
a<n<b et pour n pres de 1 l’expression R— — -. = j id) -— ar) i 
Ensuite il donne des applications dans l’int6gration approch&e des &quations diffs- 
rentielles. N.Obreschkoff (Sofia). 

Samojlova-Jachontova, N. S.: On L. 6. Afendik’s note: „Error evaluation in 
numerical integration after Störmer“. Appl. Math. a. Mech., N.s. 3, Nr2, 143—148 
u. engl. Zusammenfassung 148 (1939) [Russisch]. 

L. G. Afendik (Appl. Math. a. Mech., N.s. 1, 557—562; s. dies. Zbl. 20, 156) 
hatte einen direkt aus der Differenzentafel zu bestimmenden Ausdruck für das Rest- 
glied beim Störmerschen Integrationsverfahren angegeben, der genau ist, wenn die 
rechte Seite von y’” = f(x, y) von y nicht abhängt, andernfalls nach seiner Angabe 
angenähert gültig sein sollte. Verf. zeigt, daß diese Näherung im allgemeinen durchaus 
ungenügend ist und gibt eine genauere Fehlerabschätzung an, die sich durch die Afen- 


Il trouve pour R l’expression suivante R = 


355 


diksche ausdrücken läßt. Bei einem durchgerechneten Beispiel ist die Annäherung 
befriedigend. Verf. gibt auch eine bequemere Schreibweise des Afendikschen Feh- 
lers an. Höffding (Berlin). 

Zurmühl, Rudolf: Zur numerischen Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zweiter und höherer Ordnung. Untersuchungen zu den Verfahren von Blaess und Runge- 
Kutta-Nyström. Z. angew. Math. Mech. 20, 104-116 (1940). 

Für das Blaeßsche Verfahren zur schrittweisen numerischen Integration von 
9=/(t,y,y) ist eine Grobkorrektur aufgestellt, die im allgemeinen Fall Überein- 
stimmung zwischen Näherung und Taylorentwicklung bis zu Gliedern, bis h3 ein- 
schließlich (R = Schrittweite) ergibt. Höhere Übereinstimmung läßt sich auf diesem 
Wege grundsätzlich nicht erzielen. Im Sonderfall y = /(t, y) geht die Übereinstim- 
mung bis zu h*, während wieder höhere Übereinstimmung nicht erreichbar ist. Die 
Verbindung der Blaeßschen Rechnungsform mit dem Prinzip des Runge-Kutta-Ver- 
fahrens führt auf Formeln von Nyström [Acta Soc. Sci. Fennicae 50, Nr 13 (1925)], 
die hier auf neue Art hergeleitet werden. Die neue Fassung ist übersichtlicher und 
einfacher, als wenn man nach den Runge-Kutta-Formeln das der Differentialgleichung 
entsprechende System zweier Differentialgleichungen erster Ordnung behandelt. Be- 
schtlich ist, daß im Sonderfall 5 = f(t, y) das Rechenschema sich auf drei Zeilen 
verkürzt. Das Verfahren wird auf Differentialgleichungen dritter Ordnung übertragen, 
wo sich ebenfalls gegenüber dem Aufspalten in ein System von drei Gleichungen erster 
Ordnung Vereinfachungen ergeben. Im Spezialfall fehlender Abhängigkeit von %, also 
im Fall der Gleichung y= f(t, y, y), verkürzt sich das Schema wieder auf nur drei 
Zeilen. Mehrere numerische Beispiele. L. Collatz (Karlsruhe). 


Wilkes, M. V.: A method of solving second order simultaneous linear differential 
equations using the Mallock machine. Proc. Cambridge Philos. Soc. 36, 204—208 (1940). 

Man geht zunächst nach Hartree zu einem System von Differenzengleichungen 
über. Die Werte der gesuchten Funktionen in äquidistant angenommenen Punkten, 
mit Ausnahme der beiden ersten, können aus einem System linearer Gleichungen be- 
rechnet werden. Zur Auflösung dieses Gleichungssystems eignet sich nun die Mallock- 
sche Maschine (dies. Zbl. 6, 364), wie durch ein Beispiel gezeigt wird. Die Genauigkeit 
kann durch sukzessive Approximation beliebig gesteigert werden. N yström. 

Vercelli, Franceseo: Analizzatore meccanico delle eurve oseillanti. Comment. 
Pontif. Acad. Sci. 3, 659—692 (1939). 

Bezugnehmend auf die arithmetischen Verfahren zur Glättung von Kurven, 
die Naturerscheinungen darstellen sollen, hat Verf. einen mechanischen Analysator 
entwickelt und anfertigen lassen, der hier beschrieben wird und gestattet, die harmoni- 
schen Komponenten dieser Kurven abzutrennen. Beispiele aus der Meteorologie, 
Demographie usw. sind angegeben. Bossolasco (Messina). 

Vilner, I. A.: Sur les nomogrammes des systömes d’&quations et des fonetions analy- 
tiques. J. appl. Math. a. Mech., N. s. 4, 105—115 u. franz. Zusammenfassung 116 (1940) 
[Russisch]. 

Vilner, I. A.: Diagrams for ealeulating the hyperbolie and eircular tangents and 
eotangents of complex argument. J. appl. Math. a. Mech., N. s. 4, 145—152 u. engl. Zu- 
sammenfassung 152 (1940) [Russisch]. 

Cohen jr., A. C.: The numerieal computation of the produet of eonjugate imaginary 
Gamma funetions. Ann. math. Statist. 11, 213—218 (1940). 

. Elementare Bemerkungen bezüglich der numerischen Berechnung von 
I(u + iv) - I’ (u — iv) 
mit Hilfe der Stirlingschen Reihe für log/'(z). Diese Aufgabe tritt gelegentlich der 


£ i +1 2 - cc +c i 5 
Lösung der Differenzengleichung f S (2) = a, auf; Verf. rechnet ein nume 
risches Beispiel durch. Schoblik (Brünn). 
23* 
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Strobel, Christian: Elekirisehe Darstellung mathematischer Funktionen. Arch. 
Elektrotechn. 34, 334—338 (1940). u l 

Als Anfang einer Reihe von Veröffentlichungen werden zunächst einige rationale 
Beziehungen zwischen zwei Veränderlichen durch einfache oder Mehrfachbrücken- 
schaltungen dargestellt. Die Benutzung von Mehrfachtrommelskalen in Dekaden- 
anordnung bei der auszuführenden Ohmmessung läßt eine hohe Genauigkeit erwarten. 

Nyström (Aggelby/Helsingfors). 

Gutenmacher, L.: Künstliche elektrische Modelle vieldimensionaler Körper. C. R. 
Acad. Sci. URSS, N.s. 27, 198—202 (1940). 

Zellen, die aus verschiedenen Kombinationen von Induktivitäten, Kapazitäten 
und Widerständen bestehen, werden in geeigneter Weise zusammengeschaltet, so daß 
die Spannung u in den Knotenpunkten des elektrischen Modells einer Gleichung von 
der Form genügt: l De 1 Se 
Dan de. 

k=0 


k=0 i=1 
Der zweite Differenzenquotient BE A}, u wird näherungsweise dem zweiten partiellen 


Differentialquotient gleichgesetzt. So können Randwertprobleme bei Differential- 
gleichungen der angegebenen Form angenähert experimentell durch Spannungs- 
messungen gelöst werden. Collatz (Karlsruhe). 


@ Höfer, Max: Absteck-Tafel für gleichmäßig geteilte Kreisbogen. Berlin: Julius 
Springer 1940. 41 8. u. 1 Abb. RM. 1.50. 

Auf dem Kreise um 0, r mit dem Halbmesser r sei von 0,0 aus der Bogen der 
Länge B abgesteckt; er gehöre zum Mittelpunktswinkel &, die Koordinaten seines End- 
punktes seien x, y. Die kleine Tafel gibt zu vorgegebenen Werten von B die Größen 
&,%, y; sie ist nach r gestaffelt und erstreckt sich von r = 15 bis r = 2500 in Ab- 
ständen von 5, später 10, 25, 100, 250. Bei der Teilung in B ist auf die Bevorzugung 
der Zahl 25 in der Praxis Rücksicht genommen. Harald Geppert (Berlin). 


Geometrie. 
Grundlagen, Nichteuklidische Geometrie: 


@ Vahlen, Theodor: Abstrakte Geometrie, Untersuchungen über die Grundlagen der 
Euklidischen und Nieht-Euklidischen Geometrie. (Deutsche Math. Beih. 2.) Leipzig: 
S. Hirzel 1940. 2248. RM. 8.— 

Im Inhalt stimmt die vorliegende zweite Auflage, wenn man von Änderungen an 
Einzelheiten absieht, mit der 1905 erschienenen ersten Auflage überein, und es kann 
daher auf die Besprechungen der ersten Auflage, z. B. auf Jb. Fortschr. Math. 36, 
518—520 verwiesen werden. — Wesentlich geändert ist die Begründung des Polyeder- 
inhalts ohne Stetigkeit und ohne archimedisches Axiom. Zwei Polyeder werden teil- 
kongruent genannt, wenn sie sich additiv und subtraktiv aus kongruenten Tetraedern 
zusammensetzen lassen. Ein Polyeder P heißt kleiner als ein Polyeder @, wenn es 
ein Polyeder R gibt, so daß P + R teilkongruent Q ist, und P heißt gleich Q, wenn 
weder P kleiner als @ noch Q kleiner als P ist. Es wird gezeigt, daß diese Definitionen 
einen Größenvergleich der Polyeder ergeben, für den die üblichen Gesetze gültig sind; 
die Beziehungen P<Q, P=Q,Q<P gelten gleichzeitig mit den entsprechenden 
Beziehungen für das Inhaltsmaß. — Die Brauchbarkeit des in verschiedener Hinsicht 
wertvollen Werkes wurde in der ersten Auflage durch nicht genügend präzise Formu- 
lierungen und durch Fehler beeinträchtigt. Für die zweite Auflage sind viele ver- 
besserungsbedürftige Stellen korrigiert, aber leider sind nicht alle richtiggestellt. Um 
ein Beispiel zu nennen: Dem Verf. schwebt ein Stetigkeitsbegriff vor, von dem das 
kommutative Gesetz der Multiplikation und das archimedische Axiom unabhängig sind. 


357 


Schon in der ersten Auflage fehlte die Definition des beabsichtigten Stetigkeitsbegriffs, 
die dort angegebene Definition der Stetigkeit war nämlich ganz unzureichend, und 
in der neuen Auflage ist Stetigkeit als Dedekindsche Stetigkeit definiert (119). Daher 
sind die Sätze I 133 und I 136, in denen die Existenz stetiger echter Schiefkörper und 
stetiger nichtarchimedischer Körper behauptet wird, falsch, und dementsprechend 
müssen auch die übrigen, teils arithmetischen, teils geometrischen Stellen, die sich 
auf die Stetigkeit beziehen, mit Kritik gelesen werden. Bachmann. 

Rachevsky, P.: Sur une göomötrie projeetive avec de nouveaux axiomes de con- 
figuration. Rec. math. Moscou, N. s. 8, 183—203 (1940). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit der Geometrie zweier endlicher, ebener projektiver 
Geometrien, in denen die ebenen (Hilbertschen) Verknüpfungsaxiome gelten, und die 
gleichzeitig projektive Konfigurationen der Symbole 7, bzw, 8, sind. Die erste der- 
selben ist die bekannte endliche Geometrie des Veblensystems 8 (7/2/3), die in der 
gewöhnlichen projektiven Geometrie als Ausschlußaxiom benützt wird (vollständiges 
Viereck mit kollinearen Nebenecken) und die Unabhängigkeit des sog. Fano-Axioms F} 
von den ebenen Verknüpfungsaxiomen beweist. Die Struktur aller endlicher projek- 
tiver Geometrien, in denen 7, als Axiom gilt, ist durch die einschlägigen Arbeiten von 
Fano, Liebmann und Steck weitgehend erforscht; Verf. scheint diese Arbeiten nicht 
zu kennen. Was Verf. für diese endlichen Geometrien neu zeigt, ist die Entwicklung 
einer „Dreiecksrechnung‘“ für persektive Dreiecke (analog der Hilbertschen ‚‚Strecken- 
rechnung“), aus der die bekannte Tatsache sehr schnell folgt, daß der zugehörige 
algebraische Körper die Charakteristik 2 haben muß, wenn das Axiom 7, gelten soll. — 
Die zweite endliche projektive Geometrie 8, kann folgendermaßen beschrieben werden: 
Sind A, B,C und 4’, B’,C’ zwei Tripel kollinearer Punkte und in perspektiver Lage, 
(AA)x(BB))x(CC’) =S, so gilt auch (AB’)x(BC’)x(A’C)=$’. Die sechs 
Punkte beider Tripel und $, 8’ bilden die 8,. In dieser Geometrie führt Verf. dann 
Dreieckspolaritäten ein, und es ergibt sich, daß insgesamt nur zwei Fälle endlicher 
Geometrien existieren können, in denen 8, als Axiom gilt. — Diese Aussage scheint 
nicht richtig zu sein; Ref. glaubt, weitere Beispiele zu haben, in denen 8, als Axiom gilt. 
Solche Beispiele ergeben sich aus der Untersuchung der Inzidenzabbildungen in end- 
lichen, projektiven Geometrien und ihrer gruppentheoretischen Eigenschaften, die Ref. 
erstmalig aufgewiesen hat. — Es folgt dann die Herleitung der Aussage, daß in einer 
endlichen Geometrie, in der 8, als Axiom gilt, dann und nur dann auch gleichzeitig 
das Axiom 7, erfüllt ist, wenn durch jeden Punkt 5 Geraden gehen und auf jeder Ge- 
raden fünf Punkte liegen. Dies wäre dann die bekannte Geometrie des Veblensystems 
S(21/2/5). — Auch dieses Ergebnis scheint nicht richtig zu sein; Ref. glaubt endl. 
projektive Geometrien zu kennen, die mehr als 21 Elemente haben, in denen aber 
sowohl 7, wie 8, als Axiome erfüllt sind [z. B. Das Veblensystem 8 (73/2/9) ; eine größere 
Arbeit des Ref. über die Geometrie von $(73/2/9) wird demnächst erscheinen]. — Ferner 
ist 8,, aber nicht 7,, als Axiom im Veblensystem 8(13/2/4) erfüllt, das Ref. als voll- 
ständige endliche Geometrie des vollständigen Vierecks und seiner harmonischen Eigen- 
schaften nachgewiesen hat. Die Teilergebnisse des Verf. sind bekannt und stehen ın 
Arbeiten von Fano und des Ref., die Verf. nicht zu kennen scheint. Steck. 

Kerekjärtö, B. de: Nouvelle möthode d’edifier la g&omötrie plane de Bolyai et de 
Lobatehefski. Comment. math. helv. 13, 11—48 (1940). 

Man kennt jenes Modell der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie, das 
von Poincar& herrührt, in welchem die hyperbolische Ebene in konformer Weise ın 
einer Halbebene derart realisiert wird, daß die Bilder der Geraden Halbkreise sind, die 
eine feste Gerade /, nämlich den Ort der Fernpunktbilder, normal schneiden, ergänzt 
noch durch das Parallelbüschel (a) der zu } normalen Geraden a. Die zu } parallelen 
Geraden der Halbebene realisieren dabei ein Büschel von Horozykeln, deren Durch- 
messerbüschel nämlich (a) und deren Zentrum der Fernpunkt von (a) st. Und die 
durch die Schnittpunkte der Geraden a und I gehenden und zu a symmetrischen Ge- 
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radenpaare stellen zu a gehörige Abstandslinien vor. Strecken PQ werden dabei, 
wie bekannt, durch die Logarithmen jener Doppelverhältnisse gemessen, die auf den 
P und Q verbindenden genannten Halbkreisen von P, @ und den auf I gelegenen Fern- 
punkten P’,Q’ gebildet werden, und dies Doppelverhältnis artet für die Geraden a in 
ein Teilverhältnis aus. Dies Poincare&sche Modell hat wohl den einfachsten und ur- 
sprünglichen Zweck, die Existenz einer ebenen hyperbolischen Geometrie zu 
erweisen. Damit ist aber noch nicht gesichert, daß wirklich auch jede, etwa durch 
ein Axiomensystem definierte ebene hyperbolische Geometrie notwendig dieser auf 
Poincarösche Art realisierten Geometrie äquivalent ist. Und gerade die Ausfüllung 
dieser Lücke ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. Ausgehend von der axiomatisch 
festgelegten ebenen hyperbolischen Ceometrie wird in deren Rahmen das Modell 
einer Geometrie erstellt,.deren Äquivalenz mit der Euklidischen Geometrie sich 
erweisen läßt. Wenn man dann von dem so innerhalb der hyperbolischen Geometrie 
gewonnenen Modell der Euklidischen Geometrie auf die ursprüngliche hyperbolische 
Geometrie zurückschaut, erkennt man, daß sie in diesem neuen, nämlich Euklidischen 
Rahmen genau eine Poincar&sche Realisierung der hyperbolischen Geometrie vorstellt. 
Es werden also die Gedanken, die historisch wohl zu Poincares Modell geführt haben, 
gerade umgekehrt, indem in der hyperbolischen ein Modell der Euklidischen Geometrie 
konstruiert wird. Und dies geschieht so: Nachdem durch vier Verknüpfungs-, vier 
Anordnungs-, drei Kongruenzaxiome (die im Gegensatz zu Hilberts System nur die 
Strecken-, nicht aber die Winkelgleichheit als Grundbegriff enthalten) und das hyper- 
bolische Parallelenaxiom die Basis für alles Folgende geschaffen ist, werden nach ele- 
mentaren Folgerungen, Definitionen und Figuren die Bewegungen behandelt. Es wird 
gezeigt, daB jede hyperbolische Bewegung sich zusammensetzen läßt a) aus 
einer Halbdrehung um einen Punkt, b) den Schiebungen längs einer geradlinigen Basis, 
die dem Parallelbüschel (a) vom Fernpunkte entnommen ist, c) den Schiebungen 
längs der Horozykel, deren Durchmesserbüschel (a) und deren Zentrum ® ist. Nun 
wird das Modell einer Geometrie („Pseudogeometrie“) in folgender Art erstellt. 
Es werden zwei Exemplare 7 und ZH’ der hyperbolischen Ebene und in ihnen zwei 
korrespondierende Fernpunkte ® und w’ genommen und die beiden Exemplare sodann 
längs der übrigen Fernpunkte vereinigt. Sind & und &’ zwei korrespondierende dieser 
übrigen Fernpunkte, so sollen sie identifiziert und als ein Punkt der ‚„Pseudoebene“ 
aufgefaßt werden, der Inbegriff dieser Punkte aber heiße eine „horizontale Gerade l,“. 
Ein ihm nicht angehörendes Paar korrespondierender Punkte P und P’ der Ebenen 
H und H’ heiße bezüglich /!„ „symmetrisch“. Die Horozykel der Zentren ® und w’, 
deren Durchmesser die Parallelbüschel (a) und (a’) sind, bilden sog. „horizontale 
Geraden“. Die korrespondierenden Geraden a und a’, deren Fernpunkte & und a’ 
wir vereinigt denken, bilden eine „vertikale Gerade“. Als „Schräggeraden“ der Pseudo- 
ebene sollen ferner die aus zwei symmetrischen Abstandslinien e,, e, von a und di, & 
von a’ in der Zusammenfassung (e,, &) bzw. (&, &;) mit Vereinigung ihrer auf I, vor- 
handenen Fernpunkte x, &’ entstandenen bezeichnet werden. Damit sind alle „Geraden“ 
der Pseudogeometrie definiert, und es kann der Satz bewiesen werden, daß diese 
Geraden der Pseudoebene die Axiome der Verknüpfung und Anordnung 
erfüllen, darüber hinaus aber noch das Euklidische Parallelenaxiom. 
Nach Einführung des Orthogonalitätsbegriffes wendet sich die Arbeit nun der Definition 
der Metrik in der Pseudoebene zu. Es gelingt nach Definition der Gleichheit von 
Horozykelbogen, von Abschnitten auf l„, nach Herstellung der Beziehung zwischen 
beiden, auch die Definition der Entfernung zweier Punkte auf deren Gleichheit 
mit einem Abschnitt auf l, zurückzuführen, und es zeigt sich, daß für diese Pseudo- 
distanz die Axiome der Kongruenz erfüllt sind. Als neues Element werden nun die 
horizontalen Schiebungen der Pseudoebene herangezogen. Sie erhalten mit den 
hyperbolischen auch die definierten Pseudodistanzen. Jede Pseudogerade wird in eine 
Parallele verschoben. Sie bilden eine Gruppe. Es kann jetzt der Satz von Pappus 
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bewiesen werden für den Fall, daß eine vertikale und die Gerade I, verknüpft werden, 
wodurch der Zugang zur Proportionenlehre der Pseudostrecken offen wird. Der 
Begriff des allgemeinen Parallelogrammes leitet über zu den vertikalen Schiebungen 
und der Schiebungsgruppe der Pseudoebene. Auch bei ihr sind Pseudoentfernungen 
invariant. Es kann jetzt eine Streckenrechnung aufgestellt werden, und auf deren 
Grundlage können in der Pseudoebene rechtwinklige Koordinaten eingeführt werden. 
Es zeigt sich, daß dabei die Pseudogeraden durch lineare Gleichungen beschrieben sind. 
Endlich kann der Pythagoräische Lehrsatz bewiesen werden und die Euklidische 
Form des Pseudoabstandes, so daß die Identität der in der hyperbolischen Ebene 
konstruierten Pseudogeometrie mit der Euklidischen erwiesen ist. Endlich wird 
nun nachgewiesen, daß sich in den erhaltenen kartesischen Koordinaten die hyper- 
bolischen Bewegungen als Kreisverwandtschaften darstellen, die eine Halbebene 
fest lassen, und daß die hyperbolischen Strecken genau in der Poincareschen Art zu 
messen sind. Damit ist aber der volle Nachweis der Äquivalenz jeder 
ebenen hyperbolischen Geometrie mit jener, die durch das Poincar&- 
sche Modell realisiert ist, erbracht. K. Strubecker (Wien). 


Elementargeometrie. Darstellende Geometrie: 


Kowalewski, Gerhard: Beweis des Morleysehen Dreieckssatzes. Deutsche Math. 5, 
265—266 (1940). 

Einfacher trigonometrischer Beweis des Morleyschen Satzes über die Winkeldrittelnden 
eines Dreiecks. O. Bottema (Deventer-Niederlande). 


Lebesgue, Henri: Sur une figure projeetive. Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 85, 
Beibl. Nr 32, 5—19 (1940). 

Considerations projectives sur la figure de Morley concernant les trisectrices d’un 
triangle. O. Bottema (Deventer-Niederlande). 

Mineur, A.: G&omötrie du triangle: R&vision de propriöt&s eonnues. Mathesis 53, 
152—155 (1939); 54, 19 (1940). 


Kostizin, W. G.: Sur un m&canisme artieul& pour guider un point en ligne droite. 
Bull. Acad. Sci. URSS, Cl. Sei. techn. Nr 4, 89—92 (1940) [Russisch]. 

Description d’un mecanisme articule compose de cing tiges qui se meuvent dans 
un m&me plan. Un point decrit approximativement une ligne droite. B. Hostinsky. 


Douglas, Jesse: Geometry of polygons in the complex plane. J. Math. Physics, 
Massachusetts Inst. Technol. 19, 93—130 (1940). 

Als n-Eck wird hier ein System von n beliebigen Punkten P,P,...P, einer 
Ebene bezeichnet, die in einer gegebenen Reihenfolge betrachtet werden; die Punkte P; 
können alle getrennt liegen oder nicht; zwei n-Ecke werden als gleich angesehen, wenn 
die Ecken des ersten aus den Ecken des zweiten durch zyklische Vertauschung ent- 
stehen. Die Punkte P,; werden nun in einer Gaußschen Ebene durch n komplexe 
Zahlen z,; dargestellt. — Es werden zunächst Eigenschaften eines n-Ecks untersucht, 
die den direkten Ähnlichkeitstransformationen gegenüber invariant bleiben. Ein n-Eck 
wird als „‚regulär der Art m?“ bezeichnet, wenn es dem n-Eck (1, ®P, w?P, ..., "= ı)P) 
ähnlich ist (vo = e2*®/r). Den Werten p =1,2,...,n — 1 entsprechend, hat man ver- 
schiedene reguläre n-Ecke. Wenn ein n-Eck JI(P,P,...P„) gegeben ist, und wenn 
auf jeder Seite P,P;;ı ein dem Dreieck (a, 1, 0) ähnliches Dreieck P;P;;ı P;. kon- 
struiert wird, wo @a+1 reell oder komplex ist, so entsteht ein neues n-Eck IT’(P\ P3... P,). 
Zweck dieser Arbeit ist die Untersuchung solcher Konstruktionen, die mit S(a) be- 
zeichnet werden, so daß /I’= S(a)I/. Man findet leicht (1 — a) = 2 — a2+ı 
(k=1,2,...,n;24,1=2,); daraus folgert man S(a) $(b) = S(b) S(a). Ist IT ein 
beliebiges n-Eck, so sind die Ecken von II’ = $(wP)I] durch folgende lineare Be- 
ziehung miteinander verbunden: 
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Diese Gleichungen R;=0 i=1,2,...,n — 1) spielen in der ganzen Untersuchung 
eine wichtige Rolle; denn jedes System von s linearen und linear unabhängigen Glei- 
chungen, das von den n Ecken 2; eines n-Ecks erfüllt wird, und das durch zyklische 
Vertauschungen der Zahlen 2; und durch Ähnlichkeitstransformationen in ein äquiva- 
lentes System übergeführt wird, muß einem System von s Gleichungen der Form R;=0 
äquivalent sein. Ein n-Eck ist regulär der Art ®” dann und nur dann, wenn seine Ecken 
alle Gleichungen R,—=0 erfüllen, R„_,=0 ausgeschlossen. — Man kann auch verschiedene 
Grade der Regularität unterscheiden, je nach der Anzahl der Gleichungen R,—0, die erfüllt 
sind. Ist a® #1, so hat die Gleichung JZ’= S(a) II bei gegebenem II’ eine einzige 
wohlbestimmte Lösung IT. Der Fundamentalsatz dieser Theorie lautet: Wenn ein 
beliebiges n-Eck II allen Operationen S(w") unterworfen wird (m =1,2,..,.n — 1), 
S(w"-P) ausgeschlossen, so ist das neuentstandene n-Eck II’ regulär der Art w#; 
für p = 1 ist /T’ gewöhnlich-regulär; ist z. B.n =3, so hat man den wohlbekannten 
Satz: Wenn auf den drei Seiten eines Dreiecks drei gleichschenklige Dreiecke mit 
Spitzenwinkeln von 120° konstruiert werden (alle auf derselben Seite des Dreiecks- 
umfangs), so bilden aıe Spitzen der drei gleichschenkligen Dreiecke ein reguläres 
Dreieck. — Als Verallgemeinerung kann man an Stelle der Gleichung 2’ = Az + B 
die Affinitäten 2 = Az + B? + C betrachten. Ein n-Eck wird als „affin-regulär der 
Art wP“ erklärt, wenn seine Ecken die Gleichungen R;,—=0 erfüllen, R,=0 und 
R„-» =0 ausgeschlossen. In diesem Falle entsteht das n-Eck durch affıne Trans- 
formation aus dem n-Eck (1, w®, w®P,..., "-U?), Die Operationen S(w"), S(wP) 
und $S(w"-?) ausgeschlossen, transformieren ein beliebiges n-Eck in ein affin-reguläres 
der Art ”. Man kann auch eine „affine Konstruktion“ 4 = 2. + ßz,ı + YZr+2 
auf drei aufeinanderfolgenden Ecken eines n-Ecks anwenden; hier bedeuten «, ß, y 
solche reelle Zahlen, daß x +ß-+y=1 ist; sie wird mit A(&ßy) bezeichnet. All- 
gemeiner kann man A(&,%&g...&,) definieren. Man findet, daß A(&,&z...&,) 
= S(a,)S(a;)...S(a,_1), WO Q,Qa,...a,_, die Wurzeln der Gleichung 
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sind; dieser Satz gestattet, die vorige Theorie in diesem allgemeineren Falle zu ver- 
werten. — Noch allgemeiner könnte man die Zahlen &, &,.... &, im komplexen Gebiete 
wählen. — Die Arbeit enthält eine Menge von Beispielen und Einzelsätzen. 

E.@. Togliatti (Genova). 


Dimentberg, F. M., and J. B. Shor: Bennett’s mechanism. J. appl. Math. a. Mech,, 
N.s. 4, Nr3, 111—118 u. engl. Zusammenfassung 118 (1940) [Russisch]. 

G. T. Bennett beschrieb (Engineering 1903, 778) eine viergliedrige räumliche 
Kette mit vier zylindrischen Drehgelenken, deren Achsen untereinander paarweise 
windschief sind. Damit eine solche Kette beweglich sei, müssen die kürzesten Ent- 
fernungen der Gelenkachsen vier bestimmten Bedingungen genügen. Die Verff. geben 
nach Zusammenstellung der Literatur über diesen Mechanismus einen neuen, einfachen 
Beweis dafür, daß die Bedingungen Bennetts notwendig und hinreichend sind. Sie 
leiten ferner in einfacher Weise die Beziehung unter den Drehwinkeln gegenüberliegender 
Glieder des Getriebes ab und deuten diese Beziehung zeichnerisch. Wilh. Schmid. 


Shor, J. B.: On the construction of linear veloeities in spherical mechanisms. 
J. appl. Math. a. Mech., N. s. 4, Nr 3, 123-—125 u. engl. Zusammenfassung 125 (1940) 
[Russisch]. 

Verf. hat in einer früheren Arbeit [J. appl. Math. a. Mech. 4, Nr 1 (1940) die 
Aufgabe, die Winkelgeschwindigkeiten in einem sphärischen Getriebe zu bestimmen, 
auf die entsprechende Aufgabe für einen ebenen Hilfsmechanismus zurückgeführt. 
In der vorliegenden Arbeit dient der gleiche Hilfsmechanismus dazu, die linearen 
Geschwindigkeiten in dem sphärischen Getriebe zeichnerisch zu bestimmen. 

Wilh. Schmid (Dresden). 
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Algebraische Geometrie: 


Lyons, R. J.: A proof of a generalization of Gaskin’s theorem. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 36, 244—245 (1940). 

Elementargeometrischer Beweis eines Satzes der projektiven mehrdimensionalen 
Geometrie. Es sei o eine beliebige Quadrik in einem euklidischen Raume S,; es be- 
deutet ® die absolute Quadrik in der unendlich fernen Hyperebene A; wenn der 
scheinbare Umriß der Quadrik o aus einem Punkte P auf A zu w apolar ist, so be- 
schreibt P eine Kugel ö; der erwähnte Satz ist nun: jede zu o apolare Kugel schneidet 
die Kugel ö orthogonal. E.@. Togliatti (Genova). 

Miyazaki, Sadataka: Doppelberührungslehre der Kurven zweiter Ordnung. 2. Proc. 
phys.-math. Soc. Jap., III.s. 22, 399423 (1940). 

In Fortsetzung seiner früheren Arbeit [Jap. J. Math. 16, 135—147 (1939); dies. 
Zbl. 22, 160] dehnt Verf. die Theorie auf die Kurven II. Klasse aus. Es wird eine 
Perspektivität und singuläre Perspektivität der Kurven II. Ranges erklärt und die 
Verbindung zu den bekannten Sätzen der projektiven Geometrie der Ebene hergestellt. 
Im II. Teil entwickelt Verf. einen axiomatischen Aufbau der Doppelberührungslehre. 

W. Haack (Karlsruhe). 

Salzert, Margarete: Die Eigenschaften derjenigen Kollineationen, die zwei kon- 
jugiert imaginäre windschiefe Geraden im Raume festlassen. Schr. math. Inst. u. Inst. 
angew. Math. Univ. Berlin 5, 133—177 (1940). 

Es soll die Geometrie mit zwei windschiefen, konjugiert-komplexen Geraden als 
absolutem Gebilde entwickelt werden dadurch, daß sie soweit als möglich auf bekannte 
Geometrien zurückgeführt wird. Dabei sollen insbesondere die gegenseitigen Invarian- 
ten im Zusammenhange miteinander gedeutet werden. Benutzt werden die auf 
v. Staudt, CO. Segre, F. Klein u. a. zurückgehenden Zusammenhänge der fraglichen 
Geometrie, vorzüglich des elliptischen Strahlnetzes, mit den Geometrien eines binär- 
komplexen Gebietes, der konformen Ebene, der Riemannschen Zahlkugel (hyper- 
bolischen Raumgeometrie) und den zugehörigen Invariantentheorien. Betont wird die 
durch die Schichtung der Automorphiengruppe des Geradenpaares hervorgerufene 
zweistufige Isomorphie zu den entsprechenden direkten Gruppen. Ein besonderes 
Augenmerk wird natürlich den im Netze vorhandenen Flächen zweiter Ordnung und 
den zugeordneten Gebilden (Kreisen der konformen Ebene) zugewandt. Die alge- 
braischen Invarianten werden mit geometrischer Ausführlichkeit aufgezählt. Die Ab- 
leitung jener der Büschel von Netzflächen ist dabei sehr nach J. C Coolidges „Non 
Euclidean Geometry“ und R. Sauers „Projektiver Liniengeometrie“ (dies. Zbl. 16, 218) 
orientiert. Der differentialgeometrische Teil schließt sich eng an Thomsens Behandlung 
der ebenen konformen Geometrie und R. Sauers differentielle Behandlung der Linien- 
geometrie an. — Die Literatur zum ersten Kapitel über die Zusammenhänge der ein- 
zelnen Geometrien ist nur sehr unvollständig angegeben und beachtet worden. 

K. Strubecker (Wien). 

Terraeini, Alejandro: Die Invariante von Mehmke-Segre und die linearen Systeme. 
An. Soc. Ci. Argent. 129, 97”—111 (1940) [Spanisch]. Re 

„Berühren sich zwei ebene Kurven in einem Punkt, so ist das Verhältnis ihrer 
Krümmungen in diesem Punkt eine projektive Invariante, welche die Invariante von 
Mehmke-Segre heißt. Es seien zwei allgemeine Netze R,, R, von algebraischen 
Kurven und ein Element (M m) gegeben, das aus einem Punkt M und einer durch 
ihn laufenden Geraden m besteht. Betrachtet man die (Mm) enthaltenden Kurven 
von R,, R, und die entsprechende Invariante I von Mehmke-Segre, so ist diese im 
allgemeinen eine solche Funktion des Elements (M m), daß bei gegebenem M jedem Wert 
von I drei Lagen von m entsprechen. Es kann aber eintreten, daß I nur von M abhängt 
und auch daß I immer konstant bleibt. Insbesondere beschäftigt sich Verf. mit der 
Bestimmung der Paare von Kegelschnittnetzen mit konstantem I . Das sind die Paare 
von Netzen mit derselben Jacobischen und Cayleyschen Kurve; sie lassen sich in drei 
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Typen einteilen: für jeden Typus ist eines der zwei Netze immer homaloidisch, während 
das andere auch als lineares oo?-System von Enveloppen zweiter Klasse aufgefaßt 
werden kann. Darauf löst Verf. das ähnliche Problem für ein Netz von Kurven zweiter 
Ordnung und ein Netz von Enveloppen zweiter Klasse. Es folgen noch einige Eigen- 
schaften der verallgemeinerten Invarianten von Mehmke-Segre in bezug auf die 
von zwei Kegelschnitten bestimmten Polaritäten (vgl. dies. Zbl. 14, 177). P. Buzano. 

Dedd, Modesto: Classifieazione delle gl di ordine primo appartenenti ad una curva 


ellittica e risolubili per radicali. Ist. Lombardo, Rend., IV.s. 73, 10—18 (1940). 
Dedd, Modesto: Costruzione delle gl di ordine primo, appartenenti ad una eurva 


ellittica e risolubili per radieali. Ist. Lombardo, Rend., IV.s. 73, 248—262 (1940). 
z=x(t) sei eine algebraische Funktion, die durch die irreduzible Gleichung 
f(x, t)=0 definiert ist; hierbei ist /(z, t)=0 in der z, t Ebene eine algebraische 
Kurve des Geschlechtes p = 1, die in bezug auf x die Primzahlordnung n hat. Verf. 
stellt sich die Frage, wann die Funktion x(t) durch rationale Operationen und Wurzel- 
ziehung aus £ (mittels der Koeffizienten von f und eventueller numerischer Irrationali- 
täten) konstruierbar sei. Dafür ist notwendig und hinreichend, daß die Monodromie- 
gruppe der z(t) die metazyklische Gruppe über n Elemente oder eine Untergruppe 
dieser Gruppe sei. Hieraus folgt, da n Primzahl ist, daß ein Verzweigungspunkt der 
Funktion xz(t) entweder einem Zykel der Ordnung n oder s; Zykeln der Ordnung 
n — 1/s; entsprechen kann. Ist q die Anzahl der Verzweigungspunkte und r die Anzahl 
der Verzweigungspunkte der ersten Art, so gilt, da die Anzahl der Doppelpunkte einer 
g, auf einem elliptischen Gebilde gleich 2n ist, die‘ Gleichung: 


a—-r 
De Dr + De an 
1 


Für diese Gleichung findet Verf. bei n=5 unter Benutzung einiger von Ritt [Trans. 
Amer. Math. Soc. 24 (1922)] angegebenen Abschätzungen 22 Lösungssysteme. Aus 
fundamentalen Eigenschaften der Monodromiegruppe einer algebraischen Funktion und 
der metazyklischen Gruppe über n Elemente folgt aber, daß nur 7 dieser 22 Fälle 
wirklich existierenden algebraischen Funktionen entsprechen. Die Zahl n kann nur 
die Werte n=5,7,11,13 haben. Die birational verschiedenen Typen von algebra- 
ischen Funktionen, die den letztgenannten 7 Fällen entsprechen, sind 40; für alle 
Typen gibt Verf. die Monodromiegruppe durch Angabe der erzeugenden Substitutionen. 
Für einen Fall (n = 5) gibt Verf. als Beispiel die tatsächliche Berechnung der Koeffi- 
zienten des Polynoms f(x, t). Dafür wird eine elegante geometrische Interpretation 
der metazyklischen Gruppe über 5 Elemente benutzt. Conforto (Roma). 

Amodeo, Federieo: Curve normali piane di gonalitä &. Boll. Acad. Gioenia Sci. 
Nat. Catania, III. s., Fasc. 13, 4 pag. (1939). 

Verf. formuliert in vorliegender Note den folgenden Satz über k-gonale ebene 
Kurven, die bezüglich ihrer Ordnung singulär sind, d.h. deren Doppelpunkte nicht 
unabhängig voneinander sind. Die k-gonalen algebraischen ebenen Kurven vom Ge- 
schlecht p, die bezüglich ihrer Ordnung m singulär sind, lassen sich eineindeutig den 
folgenden k—1Typen zuordnen, die für jedes Geschlecht die kleinsteOrdnung angeben, 
auf die sich die genannten Kurven reduzieren lassen: der r-te (r=1,2,..., k—1) 
Typus besteht dabei aus Kurven der Ordnung m=i-r-+1 des Geschlechts 
p=(k—1)i — $(k — 2)(k— 2r + 1), wobei für jedes r nacheinander i=k — IuR 
k+1,%k+2,... zu setzen ist. Die Kurven des r-ten Typus besitzen einen m — k-fachen 
Punkt und r — 1 Doppelpunkte. Sandro Faedo (Roma). 

Thalberg, Olaf M.: Pencils of algebraie eurves of Genus 1. Avh. Norske Vid. Akad. 
Oslo 1940, 1—12 (Nr. 1). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 12, 123) hat Verf. die ebene Involution I u 
betrachtet, die von einem Kurvennetze 4. Ordnung 04(43434,... 4,) definiert wird; 
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zwei entsprechende Punkte der Involution sind die zwei weiteren Schnittpunkte von 
zwei Kurven des Netzes. Hier wird eine Reihe anderer Konstruktionen für dieselbe 
Involution folgendermaßen entwickelt. Es sei ein Büschel elliptischer Kurven 4. Ord- 
nung allgemein gegeben; A,, A, seien die zwei doppelten und A,,..., A,o die 8 einfachen 
Basispunkte des Büschels; man betrachtet einerationale O” (Ar AP AZ... 45:4, 4,0); Sie 
schneidet eine C% des Büschelsin den Punkten A; und in weiterent=m ti +1 — (r, + N) 
Punkten T7,, wobei,i die Dimension des Linearsystems aller jener 0” bedeutet; es gibt 
dann ool Kurven O"+!(An+!4>+H!Ar... ApT,), welche die betrachtete 0% in zwei 
veränderlichen Punkten schneiden; unabhängig von den besonderen Werten von m 
und der r;, gehören nun solche Punktepaare der Involution /,, an, die durch das 
Netz 0%(A4743A,...A,) definiert wird. Dem Beweise dieses Satzes werden ver- 
schiedene Beispiele, die den einfachsten Werten m,r; entsprechen, vorangestellt. 
Es folgt eine Verallgemeinerung auf ein Kurvenbüschel der Ordnung n und des Ge- 
schlechts 1; die Kurven C”+! sind dann durch geeignete Kurven O*+"-3 zu ersetzen. 
E.G. Togliatti (Genova). 

Buzano, Piero: Su una eorrispondenza fra eurve piane. Atti Accad. Sci. Torino 75, 
288—295 (1940). 

Die Punkte A(t), B(t), C(t) mögen mit veränderlichem Parameter i die drei 
Kurven !", I, I’; beschreiben, die durch gleiche it aufeinander bezogen sind. Die 
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte BC, CA, AB hüllen drei Kurven 4,,H,, 4, 
ein, die von den Punkten P(t), Q(t), R(t) beschrieben werden. Als Folge des Desargues- 
schen Satzes im Kleinen liegen P,Q, R für jeden Wert von t, für den die Tangenten 
in A,B,C an T', sich in einem Punkte O schneiden, auf einer Geraden g; gilt diese 
Eigenschaft für jedes t, so heißen O(t) bzw. g(t) momentanes Perspektivitätszentrum 
bzw. -achse der /';. Diesen Satz beweist Verf. unmittelbar als Folgerung einer Identität 
zwischen Formen. Weiter wird der Fall verfolgt, daß g, P,Q, R fest liegen, also die 
Geraden BC,CA,AB Büschel um P,Q, R beschreiben; offenbar kann dieser Fall 
bei beliebiger Vorgabe von /',, /, und der auf einer Geraden liegenden Punkte P,Q, R 
durch Konstruktion der /', aus ihren Tangenten verwirklicht werden. Ist n, die Ord- 
nung von /‘,, p; bzw. g;, r; ihre Vielfachheit in P bzw. Q, R, wobei p, = 3 = 0 an- 
genommen ist, so ist nz = N1Ng — P39ı — Yıfas Pa = Palnı — 91) + Fılna — Pa) — Fıfa, 
g3 = ra(nı — 91) + Qı(ng — P2) — Tırz. Im Sonderfall n, = n, = 2 erhält man für I‘ 
spezielle Kurven dritter und vierter Ordnung, für die man mittels der betrachteten 
Konfiguration die Tangenten konstruieren kann. Harald Geppert (Berlin). 

Cherubino, Salvatore: Sur Pindice de Kronecker et les correspondances algebriques 
entre eourbes. ©. R. Acad. Sci., Paris 208, 1473—1475 (1939). 

Zuerst wird kurz über die Ergebnisse der in dies. Zbl. 22, 76 und 388 referierten 
Arbeiten berichtet. Sodann wird ein Satz von Torelli folgendermaßen verallgemeinert: 
Wenn eine nicht spezielle algebraische Korrespondenz zwischen zwei Kurven auf der 
einen Kurve eine lineare Schar y,, definiert, und wenn die Schar y;„, die man durch 


Zusammenfassung der Punktgruppen von Y, zu je r erhält, (2) Punktgruppen enthält, 


die einer nicht speziellen linearen Schar g/';-}),, angehören, so sind die beiden Kurven 
birational äquivalent. 

Das zweite der erwähnten Referate (dies. Zbl. 22, 388) ist insofern nicht ganz korrekt, 
als dort eine Voraussetzung nicht erwähnt ist, die für die Richtigkeit des behaupteten Satzes 
zwar unerheblich ist, aber beim Beweis wesentlich benutzt wurde. Die Voraussetzung heißt: 
Es soll nicht unendlich viele Paare von Punkten, der eine auf y,, der andere auf y, geben, 
denen in der Abbildung jeweils ein und derselbe Bildpunkt entspricht. van der Waerden. 

Rozet, 0.: Sur une transformation birationnelle de l’espaee. Bull. Acad. Roy. Belg., 
V.s. 25, 449—454 (1939). a 

|X| sei ein Netz gewundener Kubiken vom Grade 1 auf einer kubischen Fläche F; 
die durch die Kurven K gehenden Flächen 2. Ordnung schneiden auf F ein System 
von Kubiken |K’| aus, die die X in je 5 Punkten treffen. — Man bilde F birational 
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auf die Ebene o derart ab, daß den Geraden von o das System |K | entspricht, und 
ebenso auf eine Ebene 0’, deren Geraden die Kubiken |K’| zugeordnet sind; auf diese 
Art entsteht eine birationale Korrespondenz zwischen o und o’, in der den Geraden 
von o’ auf o ein homaloidisches System von Kurven 5. Ordnung mit 6 doppelten Basis- 
punkten entspricht; diese Korrespondenz ist symmetrisch, und ihre Gleichung erhält 
man leicht aus der der kubischen Fläche, wenn man sie als Determinante 3. Ordnung 
von Linearformen, die gleich 0 gesetzt wird, schreibt. — In vorliegender Note wird 
diese Eigenschaft auf diejenigen Flächen erweitert, deren Gleichung als Determinante 
linearer Formen von n Elementen geschrieben werden kann. Sandro Faedo. 


Derwidus, L.: Sur les transformations birationnelles laissant fixes les courbes 
rationnelles d’une congruence linsaire. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 28—33 (1940). 

Verf. bestimmt die birational verschiedenen Typen von Cremonatransformationen 7’ 
des Raumes, die jede Kurve einer linearen Kongruenz rationaler Kurven in sich über- 
führen. Die Untersuchung benutzt: 1. den Satz von Nöther-Enriques, daß jede 
lineare Kongruenz rationaler Kurven durch Cremonatransformationen in einen Ge- 
radenstern oder eine Kegelschnittkongruenz übergeführt werden kann; 2. den Satz 
von Montesano, daß jede lineare Kegelschnittkongruenz durch Cremonatrans- 
formationen in eine Kongruenz der Klasse 0 oder 1 übergeführt werden kann; 3. die 
Ergebnisse von Veneroni und Godeaux, auf Grund deren man alle letztgenannten 
Kongruenzen konstruieren kann. Verf. bestimmt die von den Fixpunkten der ver- 
schiedenen Transformationstypen T gebildeten Flächen und zeigt, daß diese immer 
auf eine Doppelebene bezogen werden können. Die involutorischen Transformationen T 
führen zu rationalen Involutionen. Conforto (Rom). 


Gauthier, L.: Une involution d’ordre deux representantla variet& cubique de l’espace 
ä quatre dimensions. 1. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 375—381 (1939). 

Gauthier, L.: Une involution d’ordre deux repr&sentant la variet& eubique de l’espace 
ä quatre dimensions. 2. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 518—529 (1939). 

Verf. beschreibt einen neuen Typ einer Involution 2. Ordnung im $,, die die 
kubische Hyperfläche des S, abbildet. Man konstruiert sie folgendermaßen: a und 5 
seien windschiefe Geraden der V}, r’ eine sie treffende Gerade, die die Y3 in einem 
weiteren Punkte Q@ schneidet, ce eine andere Gerade auf der V}, die außerhalb der von a 
und 5 bestimmten Hyperebene liegt und a in einem Punkte A trifft; jede Gerade r”, 
die durch © geht und ce trifft, schneidet die V} in einem weiteren Punkte M. Läßt 
man r’ und r”’ unter Beibehaltung der angegebenen Bedingungen variieren, so beschreibt 
der Punkt M die V}, und ist umgekehrt M ein Punkt der V3, so schneidet die durch M 
und c gehende Ebene die von a und 5 bestimmte Hyperebene längs einer durch A 
gehenden Geraden, die die V} in zwei weiteren Punkten Q und Q’ schneidet, von denen 
zwei Geraden r’ und r’’ der Mannigfaltigkeit, die « und 5 treffen, ausgehen. M ent- 
steht daher aus zwei Paaren von Geraden (r}, QM) und (r,Q’M). Gibt man eine 
Projektivität zwischen den Geraden a, b,c einerseits und drei durch einen Punkt 
gehenden Geraden des S, andererseits vor, so erhält man eine rationale Korrespondenz 
zwischen der V} und S,. Die Punktepaare des S,, die dabei denselben Punkt der Y3 
abbilden, entsprechen sich in der gesuchten involutorischen Transformation. — Die 
Untersuchung dieser Involution zeigt, daß sie durch ein homaloidisches System mo- 
noidaler Flächen 10. Ordnung mit dem Scheitel 4 und einer vierfachen Geraden HU 
erzeugt wird. Die Involution läßt die durch HU gehenden Ebenen fest, und die Ge- 
raden durch H entsprechen sich in einer Involution. Diese Geraden sind bei der Trans- 
formation Fundamentalkurven; es gibt aber außer ihnen noch weitere Fundamental- 
kurven. Auf jeder der genannten invarianten Ebenen induziert die Involution eine 
Jonquieres-Transformation 6. Ordnung mit dem singulären Punkt H. Verf. unter- 
sucht insbesondere diese Transformation und ihre Beziehungen zur Ausgangsinvolution. 

Sandro Faedo (Roma). 
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Ciani, Edgardo: Sopra le superfieie eubiehe dotate di infiniti punti di Eckardt. 
Period. Mat., IV.s. 20, 240—245 (1940). 

Ein Punkt P einer kubischen Fläche F heißt Eckardtscher (E.-) Punkt, wenn 
seine Berührungsebene F in drei durch P gehenden Geraden schneidet; die Polar- 
quadrik von P bezüglich F zerfällt dann in die Berührungsebene und die „harmonische 
Polarebene“ rc; die durch P und x bestimmte harmonische Homologie läßt F invariant. 
Ein E.-Punkt ist zugleich eine Ecke des zu F gehörigen Sylvesterschen Pentaeders; 
ist daher die Hessesche Fläche H von F irreduzibel, so gibt es höchstens 10 E.-Punkte, 
nämlich, wenn F die Clebschsche Diagonalfläche ist. Daß bei zerfallender H sich die 
Zahl der E.-Punkte erhöhen kann, zeigt das Beispiel der Fäce#® +? +2 + 22=0, 
die 18 E.-Punkte in den Schnittpunkten mit den Kanten des Grundtetraeders auf- 
weist. Es gibt sogar Flächen F mit unendlichvielen E.-Punkten; ein Beispiel bietet 
die # mit zwei biplanaren Doppelpunkten O,,0,; deren Verbindungsgerade besteht 
nämlich aus lauter E.-Punkten; die zugehörigen harmonischen Polarebenen bilden ein 
Büschel mit einer zu 0,0, windschiefen Achse; F gestattet dann eine kontinuierliche 
Gruppe automorpher Kollineationen. Man kann die letztbetrachtete F stets in die 
Form 2,2723 + f(z}, &,) = 0 bringen, in der f eine binäre kubische Form bezeichnet. 

Harald Geppert (Berlin). 
Codeaux, Lucien: Sur la surface du quatrieme ordre eontenant sept droites. Bull. 
Acad. roy. Belg., V.s., 25, 441—448 (1939). 
Consideriamo sei rette, @], @g, @3, Q4, Q,,Q,, & due a due sghembe: le superficie 
del quarto ordine che passano per esse, costituiscono un sistema lineare, |F|, di di- 
mensione quattro. Se a, € una settima retta sghemba con le precedenti, in generale 
non esiste alcuna F che passi per essa. L’A. si domanda: come deve scegliersi la a, 
affinche invece esista una tale F? che legame si avrä fra la a, e le rimanenti rette 
@1,@g,...,@,? La risposta € che codeste sette rette debbono appartenere ad un certo 
complesso del quarto grado, il quale in un determinato caso particolare si spezza in 
un complesso lineare e in uno cubico. Tra le F si trova quella degenere nelle due 
quadriche, Q e Q', individuate dalle terne di rette a,, au, a, e a,,0,,Qg. SullaQ le F 
segano un sistema lineare, 7 | ‚ triplamente infinito e di grado due, costituito di curve 
del quinto ordine; un sistema analogo, | I” |, & segato sulla ©’. E tra le curve di |/’| e 
quelle di |/”| il sistema |F| determina una corrispondenza proiettiva, 2. Si ha allora 
che le rette a, per le quali passa una F, sono tutte e sole le bisecanti comuni ad una J' 
ed alla /” sua corrispondente nella (2, le quali, come il Nostro dimostra (ritrovando 
un risultato che risale al Cayley), costituiscono appunto un complesso, 2, del quarto 
grado. In corrispondenza alle diverse coppie di terne che possono formarsi con le 
rette a; (?=1,2,...,6), si presentano per 2 dieci differenti modi di generarlo, ana- 
loghi a quello detto. Si passa poi all’esame del caso, particolarmente interessante, 
nel quale il sistema |F'| & composto con una involuzione, ],, del secondo ordine. Allora 
le sei rette a, i=1,2,...,6) appartengono ad uno stesso complesso lineare 2, 
(Godeaux), e viceversa (Todd): queste ed altre circostanze cui dänno luogo il com- 
plesso &, ed il sistema |F|, sono giä state studiate dal Todd [Proc. Cambridge Philos. 
Soc. 29, 52—68 (1933); questo Zbl. 6,126] e dallo stesso Godeaux in altro suo lavoro 
[Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 4, 37—39 (1935); questo Zbl. 11, 78]. Cosi I’A., valendosi 
appunto delle sue precedenti ricerche, prova ora che 2 si spezza in 2, e nel complesso 
del terzo grado formato dalle rette individuate dalle singole coppie della Is: L’elegante 
problema & trattato dal Nostro con procedimenti di carattere sintetico, rapidi e sug- 
gestivi. L. Campedelli (Firenze). 
Godeaus, Lucien: Sur la surface du quatriöme ordre contenant trente-deux droites. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 539—552 (1939). ri 
Nach Traynard gibt es eine Fläche 4. Ordnung mit 32 Geraden; sie ist ein 
projektives Bild einer Involution 2. Ordnung auf einer Picardschen Fläche mit dem 
Divisor 3. Die 32 Geraden zerfallen in zwei Gruppen zu je 16, die paarweise wind- 
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schief sind, wobei jede Gerade 10 Geraden der anderen Gruppe trifft. Die Eigenschaft, 
16 paarweise windschiefe Geraden zu enthalten und eine weitere Gerade, die 10 der 
genannten trifft, kennzeichnet die Traynardsche Fläche. Verf. vertieft das Studium 
dieser Fläche; er findet zunächst, daß eine Fläche 4. Ordnung mit 16 paarweise wind- 
schiefen Geraden y;; ({,k=1,2,3,4) und einer weiteren Geraden, die 10 derselben 
trifft, eine Involution 2. Ordnung darstellt, die einer Picardschen Fläche vom Divisor 3 
angehört, wobei die Verzweigungskurve aus den 16 Geraden y;; gebildet wird. Darüber 
hinaus zeigt Verf., daß diese Fläche 16 weitere Geraden Ö;, enthält, deren jede 10 der 
Geraden y;; trifft, und daß die Fläche auch eine Involution 2. Ordnung darstellt, 
die einer zweiten Picardschen Fläche vom Divisor 3 angehört, wobei die Verzweigungs- 
kurve aus den 16 Geraden d;, besteht. Weitere Bemerkungen des Verf. beziehen sich 
auf die Kurven, die auf der Traynardschen Fläche liegen; die Methoden des Verf. 
stützen sich einesteils auf die für die hyperelliptischen Flächen in den klassischen 
Arbeiten von Picard, Humbert, Enriques-Severi, Bagnera-De Franchis 
bereitgestellten Hilfsmittel, andererseits auf die Eigenschaften der einer algebraischen 
Fläche angehörigen Involutionen, die vom Verf. weitgehend ausgearbeitet wurden. 
Conforto (Rom). 

Togliatti, Eugenio 6.: Una notevole superfieie di 5° ordine con soli punti doppi 
isolati. Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 85, Beibl. Nr 32, 127—132 (1940). 

® sei eine allgemeine V? des S,; bekanntlich geht durch jeden ihrer Punkte ein 
Kegel V$ von Geraden, die ganz auf ® liegen. Projiziert man ® von einer allgemeinen, 
auf ® liegenden Geraden r auf einen S,, so erhält man als Rand der Projektion eine F, 
des S, mit 16 Doppelpunkten, die auf einer (', liegen. Ein isolierter, nicht auf r oder 
dem von den in r ® berührenden 8, umhüllten Kegel gelegener Doppelpunkt von ® 
geht bei der Projektion in einen Doppelpunkt der F, über. Da ® 15 solcher Doppel- 
punkte besitzen kann, erhält man auf diese Weise F, mit 31 Doppelpunkten, der 
Höchstzahl bisher an F, erreichter Doppelpunkte. Harald Geppert (Berlin). 

Campedelli, Luigi: Sopra i piani doppi con tutti i generi uguali all’unitä. Rend. 
Semin. mat. Univ. Padova 11, 1—27 (1940). 

Verf. bestimmt zunächst die Übergangskurven /(z, y) = 0 derjenigen birational 


verschiedenen Typen regulärer Doppelebenen (7, Y, 7 (2, y)}; deren sämtliche Ge- 
schlechter gleich 1 sind: ,=p,=P;3=--- =1. Sicherlich ist eine Fläche mit 
Pa = :': = 1 einer Doppelebene äquivalent, wenn sie eine singularitätenfreie hyper- 
elliptische Kurve enthält; auf Grund dieser Bemerkung findet Verf. drei Typen von 
Übergangskurven: a) eine 0®%, b) eine C® mit zwei vierfachen Punkten, c) eine 012 
mit einem neunfachen Punkt O, dem in drei verschiedenen Richtungen drei dreifache 
Punkte Q,, Q, Q; unendlich benachbart sind. F. Enriques [Mem. Soc. ital. Sci. 
(3) 10 (1896)] hatte bei der Behandlung der gleichen Frage noch einen vierten 
Typus angegeben: c’) eine 070 mit einem siebenfachen Punkt O, dem in verschiedenen 
Richtungen zwei dreifache Punkte unendlich benachbart sind; er läßt sich aber durch 
eine quadratische Abbildung der Ebene auf den Typ c), bei dem ein weiterer Doppel- 
punkt hinzutritt, reduzieren. a) hängt von 19, b) und c) von 18, c’) hingegen von 
17 Moduln ab. — Weiterhin untersucht Verf. diejenigen Fälle, in denen auf der Fläche F 
eine elliptische Kurve X und daher ein lineares Büschel solcher Kurven liegt; zu- 
sammen mit P=P,=::: =1 bedingt dies noch nicht die Äquivalenz zu einer 
Doppelebene; gibt es aber weiterhin eine rationale Kurve R, die 1. irreduzibel ist 
und die K in je zwei Punkten schneidet, so ist F einer Doppelebene mit einer C® mit 
Doppelpunkt als Übergangskurve äquivalent und umgekehrt; schneidet 2. die irre- 
duzible R die K einpunktig, so entsteht der Typ c) und umgekehrt; zerfällt 3. R in 
zwei rationale Komponenten mit einem Schnittpunkt, von denen die erste die X ein- 
punktig, die zweite X überhaupt nicht trifft, so entsteht Typ c’) und umgekehrt; 
gibt es 4. außer der irreduziblen Unisekanten R der K eine weitere rationale irredu- 
zible Unisekante der K, die R nicht trifft, so entsteht Typ b) mit der Besonderheit, 
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daß die beiden vierfachen Punkte der Übergangskurve zusammenrücken, und um- 
gekehrt. Harald Geppert (Berlin). 

Campedelli, Luigi: Le superfieie con i generi uguali all’unitä, rappresentabili in 
infiniti modi sopra un piano doppio. Rend. Mat,, Univ. Roma, V.s. 1, 105—138 (1940). 

Anschließend an die vorstehend besprochene Arbeit behandelt Verf. zunächst eine 
Flähke# mt, =p,=P,=-:- =1, die l. ein lineares Büschel elliptischer Kurven 
K, 2. eine rationale irreduzible Kurve R, die jede K nur in einem Punkte P schneidet, 
und 3. eine weitere Kurve C trägt, die auf jeder X eine s-punktige Gruppe @, aus- 
schneidet, so daß die beiden Linearscharen 9! =|@,|, $' = |sP]| kein gemein- 
sames Vielfaches haben. Dann gibt es eine unendliche diskontinuierliche Mannigfaltig- 
keit von birationalen Abbildungen der F auf eine Doppelebene des Typus c), was mit 
der Existenz einer ebensolchen Mannigfaltigkeit birationaler Automorphismen von F 
zusammenhängt. Gegenüber der allgemeinen Doppelebene des Typus c) bedeutet die 
Voraussetzung 3. eine tatsächliche Einschränkung, die sich in einer Steigerung der 
Basiszahl auswirkt. Ändert man 2. dahin ab, daß eine rationale oder elliptische R 
jede X in zwei Punkten trifft, die auf K eine g} bestimmen und 3. dahin, daß die g-! 
mit der 9, kein gemeinsames Vielfaches hat, so entsteht eine analoge Mannigfaltigkeit 
von Abbildungen auf Doppelebenen des Typus a’) oder 5). Nun beweist Verf. den 
Hauptsatz: Erfüllt # die Annahmen 1), 2), 3), so ist F außer auf eine Doppelebene 
vom Typ c) im allgemeinen auch auf eine solche vom Typ a’) oder b) birational ab- 
bildbar; ‚im allgemeinen“ bedeutet dabei, daß es auf F außer R und den daraus durch 
die positiven und negativen Potenzen des Automorphismus 7, der jeden Punkt A 
von K in den Punkt = A + gi"! — sP überführt, hervorgehenden Kurven keine 
weitere Kurve gibt, die alle X einpunktig schneidet. Diesen Satz beweist Verf. einmal 
invariantentheoretisch, sodann an einem projektiven Modell F,„ von F im R,, auf dem 
die K ebene Kubiken X, sind, die von den durch eine n—3-fache Gerade ti gehenden 
Ebenen auf F, ausgeschnitten werden, während R in eine R,„, m-ter Ordnung übergeht, 
die t in m—1 Punkten schneidet. Diese F, kann immer birational abgebildet werden 
in eine Doppelebene, deren Übergangskurve entweder a) eine C,, (010, 91,03, 9; Q})» 
d.h. eine C,, mit einem zehnfachen Punkt O und vier vierfachen Punkten Q,....Q, 
oder ß) eine C,, (012,Q1...Q}) ist; sind die Q,; nicht auf einer Geraden gelegen, so 
kann man diese Doppelebenen in die Typen a’) bzw. b) überführen, andernfalls in den 
Typ c); der letzte Fall tritt genau dann ein, wenn auf jeder X, die durch den Schnitt- 
punkt P mit R, gehenden Geraden eine g; ausschneiden, deren ein Doppelpunkt von 
den anderen Doppelpunkten rational getrennt werden kann. Unbeschadet dieser Ein- 
teilung läßt sich aber in jedem Falle geometrisch eine Abbildung der F, auf eine 
Doppelebene des Typus c) herstellen. Harald Geppert (Berlin). 

Godeaux, Lueien: Sur les involutions eyeliques du einquieme ordre appartenant & 
une surface algebrique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 41—50 (1939). 

Sia F una superficie algebrica contenente un’involuzione I, d’ordine 5, ciclica, 
avente soltanto un numero finito di punti uniti. Come modello proiettivo della F si 
puö prendere una superficie sulla quale la /, ö generata da un’omografia dell’ambiente, 
cielica e dotata di 5 spazi di punti uniti 8, S®),..., 8, dei quali soltanto il primo 
incontra la F. L’A. suppone che la I, sia dotata soltanto di „punti uniti non perfetti 
simmetrici“, che cadono necessariamente nei punti comuni alla F e ad SW. Se A & 
un punto comune alla F e ad (1) esso & un punto unito non perfetto simmetrico se 
esse non & perfetto, se nel suo intorno di primo ordine cadono due punti uniti Aus As 
non perfetti e se infine negli intorni di A,, A, vi sono punti uniti perfetti e non per- 
fetti, formanti una certa configurazione precisata dall’A. La struttura di un punto 
unito non perfetto simmetrico A porta come conseguenza un certo comportamento 
in A delle sezioni iperpiane della F passanti per $®%,...,$) ed una certa struttura 
del punto di diramazione A’ corrispondente di A sopra una superficie P, immagine 
della Z,. I risultati ottenuti vengono applicati dall’A. al caso di una /, con tutti ı 
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generi uguali ad 1, esistente su una superficie con tutti i generi uguali ad 1: una tale I, 
puö possedere soltanto 4 punti uniti non perfetti simmetrici. Infine, da un risultato 
di Severi secondo il quale il numero base di una superficie con tutti ı generl uguali 
ad1&=20, ’A. deduce che una involuzione d’ordine primo con tutti i generi uguali 
ad 1, esistente sopra una superficie con tutti i generi uguali ad 1, puö avere al piü 
l’ordine 7. Conforto (Rom). 


Burniat, Pol: Sur le syst&me eanonique des surfaces eyeliques. Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s., 25, 138—151 (1939). 


Sia f una superficie appartenente ad uno spazio di dimensione abbastanza ampia (>), 
in modo che si possa supporre, senza limitare la generalitä, che la / sia priva di punti multipli. 
Si abbia inoltre una seconda superficie F, sulla quale esista una involuzione ciclica, I, 
i cui gruppi siano in corrispondenza biunivoca con i punti della /. La I sia di ordine n, essendo 
n un numero primo. E noto che come modello proiettivo della F si puö prendere la super- 


ficie, dello spazio (x, 2): z= Yy(e) fx) = 0 


essendo f(x) = 0 il sistema che nello spazio di coordinate cartesiane (z1, 23, . . ., %,) rappresenta 
la f, e designando p(x) un opportuno polinomio nelle z,, 23, . . ., %,, di ordine multiplo di n. 
Un elemento essenziale di codesta rappresentazione della F sulla superficie multipla 
ciclica nf, 8, come si sa, la &urva di diramazione, che nel nostro modello & costituita dalla 
curva A, comune alla f e alla ipersuperficie y = 0. Ebbene, in un primo tempo, I’A. prende 
in esame tale curva e ne precisa la composizione valendosi dei concetti introdotti dal Comes- 
satti [Rend. Semin. Mat. Univ. Padova, 1 (1930)], i quali consentono di discriminare il diverso 
ufficio delle varie componenti della A, e mostrano anche la possibilita di sostituire la A con 
altra curva “equipollente”, in relazione alle successive potenze della I. Si avverte poi come 
nell’ordine di idee della Geometria delle trasformazioni birazionali, accanto alle componenti 
finite della A, se ne debbono introdurre altre infinitesime, formate dagli intorni dei punti 
multipli della A stessa: opportune considerazioni portano a determinare l’ordine di molte- 
plieit& con cui codeste curve infinitesime vanno computate nella costituzione della A e delle 
sue singole parti. Tale disamina trova riscontro nell’analoga che giä si presenta per i punti 
multipli della curva di diramazione di un piano doppio (cfr. Enriques-Campedelli, Lezioni 
sulla teoria delle superficie algebriche, Padova, 1932: questo Zbl., 5, 409). — Queste accurate 
premesse consentono all’A. di risolvere rapidamente il problema che costituisce lo scopo 
principale del lavoro, e cio& lo studio del sistema canonico (impuro), |K|, della F, e la 
determinazione di taluni sistemi lineari in quello parzialmente contenuti e appartenenti alla /. 
In una ricerca siffatta sara di aiuto essenziale il teorema del Painleve [Ann. Ecole, norm. 
sup.,8.3, 8 (1891)]e delCastelnuovo[Rend. Acc. Lincei, s.4, 7 (1891)], che interpreta dal punto 
di vista funzionale la nota formula dello Zeuthen [Math. Ann., 3 (1871)] e di cui ’Enriques 
ha dato l’estensione per le superficie [Mem. Acc. Sc. Torino, s. 2, 44 (1893); Rend. Circ. mat. 
Palermo, 20 (1905); cfr. anche Severi, Rend. Istit. Lomb., s. 2, 36 (1903)]: questo teorema 
porta P’A. a scrivere la relazione |X|=|K,+ (n—1)D| che lega |K| al sistema |K,| tra- 
sformato nella / del sistema canonico (impuro) |%k| della f, e alla curva delle coincidenze, 
D, della I su F. Di qui e dall’esame delle componenti della D; si giunge a concludere che il 
sistema canonico (impuro) |K| della F contiene parzialmente n sistemi lineari distinti, |Xy|» 
|Kıl, -.., |X„_.1|, di curve appartenenti all’involuzione I, il primo dei quali, come si & detto, 
ha per immagine sulla f il sistema canonico (impuro) |k| della f stessa, mentre a |K,| 
(=1,2,..., n—1) risponde sulla f un sistema |k,|, aggiunto ad un divisore lineare conveniente 
delsistema individuato dalla curva di diramazione (propriamente detta) a cui siano assegnate 
opportune molteplieitä nei punti singolari. — Di questo risultato l’A. si vale anche per deter- 
minare il genere geometrico della F, noti i generi geometrico e aritmetico della f e 
taluni caratteri delle componenti la A. — La natura del lavoro non consente di riferire con 
piü esattezza e con maggiori particolari del suo confenuto: mentre in gran parte il suo interesse 
viene proprio dalle minute precisazioni delle varie circostanze e dal modo come di esse ci si 
vale e si tiene conto negli sviluppi. Un ulteriore esame del caso in cui la / possegga soltanto 
un numero finito di punti uniti, & rimandato dall’A. ad un’altra pubblicazione che egli annuncia. 
come prossima. Luigi Campedelli (Firenze). 

Godeaux, Lueien: Sur les surfaces hyperelliptiques de rang trois et de genres un. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 291—307 (1939). 

Sia data una superficie algebrica normale, ®, con tutti i generi uguali ad uno 
a—=P4=1), d’ordine 27—2, appartenente ad un iperspazio di dimensione zn (n > 3), 
e si supponga che la ® sia l’immagine di una involuzione (necessariamente ciclica) 
del terzo ordine, data sopra una superficie del Picard (, = —1, %=Pı=1). DA. 
si propone di determinare alcuni sistemi lineari di curve esistenti sulla ®, e di scrivere 
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le relazioni funzionali che li legano fra loro, al sistema delle sezioni iperpiane, e alle 
curve infinitesime relative agli intorni dei punti singolari della ® stessa. Premesso 
che la ® possiede nove punti doppi biplanari ordinari, egli dimostra che sopra di essa 
esistono, oltre al sistema delle sezioni iperpiane, ventisei sistemi lineari di curve di 
grado 277 — 2, due dei quali hanno il genere (e la dimensione) uguale a x — 3, mentre 
i ventiquattro rimanenti sono di genere x — 2. I primi sono costituiti da curve che 
passano per i predetti nove punti doppi della ®, gli altri da curve che passano soltanto 
per sei di quei punti. Nell’ordine di idee della Geometria delle trasformazioni bira- 
zionali, ognuno dei punti doppi biplanari della ® equivale a due curve razionali di 
grado — 2, aventi un punto in comune. Si hanno cosi sulla ® diciotto curve razıonalı, 
ciascuna delle quali & incontrata dalle curve dell’uno o dell’altro dei sistemi 00” -3 di 
cui sopra, e da quelle di otto dei ventiquattro sistemi di genere x —:2. Delle relazioni 
di equivalenza fra codesti sistemi e quelle curve razionali, cui giunge l’A., qui non 
possiamo dire. E nemmeno ci & consentito far cenno dei procedimenti con cui questi 
risultati vengono conseguiti. Si tratta di dimostrazioni di solito piuttosto minute, 
nelle quali principalmente si sfruttano con abilitä i rapporti fra la ® e le superficie 
immagini di questa o quella involuzione, di questo o quel sistema introdotto o costruito 
in modo opportuno. Frequenti sono i ricorsi a nozioni assai elevate e a proprietä 
in gran parte ottenute dallo stesso Godeaux in suoi precedenti lavori, in relazione 
con i quali deve essere posta la presente ricerca, affinch® ne venga lumeggiato l’in- 
teresse nel quadro degli studi del Nostro intorno alle involuzioni sopra le superficie 
algebriche (cfr. la monografia dell’A. „Les involutions cycliques appartenant & une 
surface algebrique‘, ‚„‚Actualites scient. et industrielles‘‘ Nr 270, Paris: Hermann 1935; 
questo Zbl. 13, 413). L. Campedelli (Firenze). 

Franchetta, Alfredo: Sulle eurve eccezionali ridueibili di prima speeie. Boll. Un. 
Mat. ital., II. s. 2, 332—341 (1940). 

Eine Kurve w auf einer algebraischen Fläche F heißt ausgezeichnet, wenn es 
eine F birational entsprechende Fläche F’ gibt, auf der w ein einfacher Punkt O ent- 
spricht. Wird bei dieser Abbildung kein Punkt von w in eine Kurve auf F’ verwandelt, 
so heißt & von 1. Art, andernfalls von 2. Art. Eine ausgez. Kurve 1. Art ist durch 
ihre Charaktere (Geschlecht 0, Grad —1) gekennzeichnet, die zugleich diejenigen der 
Umgebung eines einfachen Punktes sind. Nach Castelnuovo-Enriques [Ann. di 
Mat. (3) 6, 165—225 (1901)] treten hingegen ausgez. Kurven 2. Art nur auf rationalen 
und halbrationalen (d.h. zu Regelflächen äquivalenten) Flächen auf. Hat F die 
Ordnung n und p, > 0, so liegen die ausgez. Kurven 1. Art auf sämtlichen adjungierten 
Flächen g„_, der Ordnung n — 4; sie gehören also dem von den letzteren auf F aus- 
geschnittenen (unbereinigten) kanonischen System an, sind aber i.a. nicht feste 
Bestandteile des eigentlichen kanonischen Systems. Da eine ausgez. Kurve & der 
vollständigen Umgebung des einfachen Punktes O auf F’ entspricht, kann _ reduzibel 
sein, und dies tritt ein, wenn bei der Abbildung von F’ auf F zugleich mit O auch be- 
nachbarte Punkte in Kurven verwandelt werden. Vor kurzem haben Barber und 
Zariski [Amer. J. Math. 57, 119—141 (1935); dies. Zbl. 10, 371] die Vielfachheiten 
der Bestandteile einer zerfallenden untersucht, wenn diese der vollen Umgebung 
des einfachen Punktes O entspricht. Verf. fragt nun, wie oft jeder dieser Bestandteile 
als feste Komponente des unbereinigten kanonischen Systems zu zählen ist. Das 
lineare Kurvensystem auf F’, das die Abbildung auf F vermittelt, besitze s + 1 auf 


einem irreduziblen superlinearen Zweig benachbarte Basispunkte 0,0,,..... O,, denen 
auf F die Kurven w,, ®,, .... @, entsprechen mögen. Der Umgebung von O entspricht 
auf F eine ausgez. Kurve —= hy + hıw, + :-: + h,w,, worin nach Barber-Zariski 


der Koeffizient h; die kleinste Ordnung der durch 0,0, ...0; gehenden Zweige be- 
zeichnet. In gleicher Weise bildet sich die Umgebung von O, auf eine ausge. Kurve, 


die eine Linearkombination der w, ... w, ist, ab, und man erhält so auf f s+1 Linear- 
kombinationen der @,..... @,, die in der geschilderten Weise den Umgebungen von 
24 


Zentralblatt für Mathematik. 23. 


370 


0,0,,...0, zugeordnet sind. Verf. beweist, daß w; so oft als fester Bestandteil des 
unbereinigten kanonischen Systems zu zählen ist, als die Summe der < + 1 Koeffizienten 
beträgt, mit denen @; in jene s + 1 Linearverbindungen eingeht. Zugleich mit diesem 
Ergebnis findet Verf. die oben verwandten Resultate von Barber-Zariski wieder, 
wobei er sich auf das Stetigkeitsprinzip stützt: er geht von beliebig auf F” gelagerten 
Punkten 0, O,,...0, und ihren Bildkurven auf F aus und untersucht das Verhalten 
der letzteren, wenn O, ... 0, so gegen O rücken, daß sie in der Grenze sich auf einem 
superlinearen Zweig durch O finden. Diese suggestiven Überlegungen haben auch 
heuristischen Wert. L. Campedelli (Firenze). 

Franchetta, Alfredo: Sulle eurve eecezionali di prima specie appartenenti ad una 
superfieie algebriea. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 3, 28—29 (1940). 

Eine ausgezeichnete Kurve Z auf einer algebraischen Fläche F heißt bekanntlich 
von 1. Art, wenn sie durch eine birationale Abbildung von F in einen Punkt über- 
geführt werden kann, ohne daß dabei einer ihrer Punkte in eine (ausgezeichnete) Kurve 
der Bildfläche übergeht; andernfalls heißt sie von 2. Art. Letztere Art tritt nur auf 
halbrationalen, d.h. zu Regelflächen birational äquivalenten Flächen auf. Jede nicht 
rationale Fläche besitzt bekanntlich nur endlich viele ausgezeichnete Kurven 1. Art. 
Verf. wirft die Frage auf, ob es rationale Flächen mit unendlich vielen ausgez. Kurven 
1. Art gibt, und bejaht sie durch Konstruktion solcher Flächen. Der Beweis stützt 
sich auf ein Lemma über ebene Cremonaabbildungen: Gibt man m >8 Punkte der 
Ebene vor; so lassen sich unendlich viele homaloidische Kurvennetze (steigender Ord- 
nung) konstruieren, die genau jene m Punkte zu Basispunkten haben. Jedes solche 
Netz bestimmt eine Cremonaabbildung, die gewisse Kurven Ü in Punkte überführt; 
es gibt also unendlich viele solche CO, die bezüglich der vorgegebenen Punktgruppe das 
Geschlecht O0 und den virtuellen Grad —1 haben. Wählt man die Ordnung der die 
Abbildung erzeugenden Netzkurven >m, so ist diese von Fundamentalkurven frei, 
bildet also die Ebene auf eine rationale Fläche der gewünschten Art ab. 

Harald Geppert (Berlin). 

Jung, Heinrieh W. E.: Zur Theorie der algebraischen Funktionen zweier Ver- 
änderlicher. IH. Über die Zahl d der Zeuthen-Segreschen Invariante. J. reine angew. 
Math. 181, 125—132 (1939). 

Die Zeuthen-Segresche Invariante Z ist für ein Büschel des Geschlechtes p von 
Kurven des Geschlechtes q gegeben durch 

Z+4=ö6+44p-D)@-l)-N. 
Für die genaue Definition der Zahlen ö und N im allgemeinsten Falle siehe M. Oehlert 
(J. reine angew. Math. 171, 42; dies. Zbl. 9, 33). Hier wird bewiesen, daß ö nur dann 
negativ ausfallen kann, wenn der Körner rational oder halbrational (d.h. die Fläche 
einer Regelfläche äquivalent) ist und wenn außerdem alle Kurven des Büschels zer- 
fallen. van der Waerden (Leipzig). 

Morin, Ugo: Massima dimensione dei sistemi lineari di superfieie algebriche dello 
spazio a eurva caratteristica di dato genere. Rend. Semin. nat. Univ. Padova 10, 21—34 
(1939). 

Im gewöhnlichen R, ist ein vollständiges lineares Flächensystem |D| von der 
Dimension r und dem Grade n gegeben, dessen veränderliche charakteristische Kurve y 
das Geschlecht z(=2) hat. Ziel der Arbeit ist die Bestimmung des Höchstwertes 
von r bei vorgegebenem 7z und die Konstruktion derjenigen Linearsysteme |Ö|, die 
diese Höchstdimensionen tatsächlich annehmen. Sind die ® nicht Monoide von einem 
unten zu besprechenden Typus, so ist der gesuchte Höchstwert r—=2r + 5, und es 
gibt vier Systeme |®|, die diesen Höchstwert erreichen; für drei der letzten sind die 
Kurven y hyperelliptisch und z(=3) kann jeden beliebigen ungeraden Wert an- 
nehmen, das vierte System hingegen hat eine nichthyperelliptische charakteristische 
Kurve vom Geschlecht x = 6 und erreicht die Dimension r = 17. — Hingegen wird 
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der Wert 27 + 5 von r überschritten undr =3r +6 — 2q (29= nr), wenn |®| nach 
der Bezeichnung des Verf. ein Linearsystem von Monoiden zweiter Art und vom 
Index g ist, d.h. einen Basispunkt der Vielfachheit m — 1 besitzt (m ist die Ordnung 
der Flächen ®), der sich auf eine Kurve der Ordnung g birational abbildet (Funda- 
mentalpunkt zweiter Art). Diese Monoidsysteme zerfallen in zwei Klassen, für die 
die Kurven y ebenfalls hyperelliptisch von beliebigem Geschlecht r(=2) sind. — 
Die Methode der Arbeit ist die folgende: M5 sei die rationale algebraische Mannigfaltig- 
keit, die das System |®| projektiv abbildet; M% hat die Dimension 3, die Ordnung n 
und ist in einem linearen r-dimensionalen Raum Normalmannigfaltigkeit, deren Hyper- 
ebenenschnittkurven O das Geschlecht x haben. Verf. macht gleich eine grundlegende 
Bemerkung. Aus der Voraussetzung, daß die C hyperelliptisch seien, folgert er, falls 
r=2n+5 ist, daß man die M5 von einem geeigneten S, aus eineindeutig auf einen 
S,-, in eine Mannigfalöigkeit M%: der Ordnung rn, =n — 6 projizieren kann, deren 
Hyperebenenschnittkurven das Geschlecht z, = x — 2 besitzen. Wiederholt man bei 
der M3: die gleiche Projektion, so gelangt man schließlich zu einer M&*, die eine der 
beiden Möglichkeiten verwirklicht: a) die M* ist kein Kegel, ihre Hyperebenenschnitte 
sind elliptische Kurven; b) die M# ist ein Kegel, dessen Hyperebenenschnittkurven 
hyperelliptisch sind. Im Falle a) steigt man zur M3 auf und findet für dieser =2rn +5, 
n—=3n+3, wobei mr =2qg+ 1 ist und, wie schon gesagt, beweist man die Existenz 
dreier verschiedener M%, die zu diesen Zahlen gehören und deren Bildsysteme im 8, 
Verf. angibt. Der Fall b) führt zu den Monoiden zweiter Art, die oben genannt wurden. 
— Schließlich fragt Verf., ob der Wert r = 2x + 5 überschritten werden kann, falls 
die Kurven (© nicht hyperelliptisch sind. Durch ein scharfsinniges Schlußverfahren 
beweist Verf., daß dies niemals möglich ist und daß jene Höchstgrenze allein von 
der M3' des S$,,(2=6) erreicht wird, die im $,, durch das System der Flächen 
5. Ordnung mit einem vierfachen Basispunkt und einer (evtl. zerfallenden) Kurve 
4. Ordnung vom Geschlechte 3 als Basiskurve abgebildet wird. — Die interessante 
Untersuchung überträgt auf den Raum ein Problem, das für lineare Kurvensysteme 
der Ebene schon in den Jahren 1887 und 1890 gelöst worden ist [vgl. Jung, Ann. di 
Mat., s.2, 15, 277—312; 16, 291—327 (1888) und Castelnuovo, ebenda, s.2, 18, 
119—128 (1890)]. Luigi Campedelli (Firenze). 

Todd, 3. A.: The postulation of a multiple variety. Proc. Cambridge Philos. Soc. 
36, 27—33 (1940). 

Bekanntlich versteht man unter der Postulationsformel einer mehrfachen Kurve 
die Formel, die die Anzahl der Bedingungen ausdrückt, die die gegebene Kurve den- 
jenigen Flächen genügend hoher Ordnung m auferlegt, welche sie mit vorgegebener 
Vielfachheit enthalten (vgl., auch zur Bibliographie, Campedelli, dies. Zbl. 2, 206). 
Auch das analoge Problem für eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit V, eines S, (r>3) 
ist seit längerer Zeit mittels einer Erweiterung des klassischen Nötherschen Zerlegungs- 
satzes A + By (Severi, Torelli, Giambelli) gelöst worden, wobei man sich aber 
auf solche V, beschränkt hat, die vollständiger Schnitt von r — k Hyperflächen des $, 
sind. Die Arbeit von Todd hat zum Ziel, diese letzte Beschränkung zu beseitigen. — 
Verf. beginnt mit der Aufstellung der Postulation einer Kurve Ü von n-ter Ordnung 
in einem 8, (r>3) bezüglich der Hyperflächen F,„ genügend hoher Ordnung m, die 
i-fach durch C hindurchgehen; seine Schlüsse benutzen dabei die Möglichkeit, in 
geeigneter Weise C durch eine stetige Variation in n Geraden zerfallen zu lassen. Es 
wird dann die Beziehung zwischen der Bedingungsanzahl, die die ganze Kurve C den 
F,, auferlegt, und der Anzahl der Bedingungen, die denselben F,, von den einzelnen 
Geraden des n-Seits und ihren Paaren auferlegt werden, aufgestellt, wobei die letzt- 
genannte Zahl auf analytischem Wege unmittelbar aus der Gleichung der Fm erhalten 
wird. — Dieses Vorgehen bietet den Vorteil, daß es sich übertragen läßt auf die Unter- 
suchung der Zahl der Bedingungen, denen eine Hyperfläche Fun genügend hoher 
Ordnung m eines r-dimensionalen Raumes (r = 4) genügen muß, um eine vorgegebene 
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Mannigfaltigkeit V mehrfach zu enthalten; der Einfachheit halber behandelt Verf. 
den Fall, daß V eine Fläche des 4-dimensionalen Raumes ist. Auch hier dient als Grund- 
lage die Möglichkeit, eine V? des S, durch stetige Variation in n lineare verschiedene 
S, zerfallen zu lassen (vgl. Severi, dies. Zbl. 8, 321). — Enthält die Fläche V keine 
Singularitäten, so gewinnt man auf diesem Wege ein Ergebnis wieder, das Roth 
(dies. Zbl. 17, 31) erhalten hatte. L. Campedelli (Firenze). 

Severi, Franceseo: Caratterizzazione topologiea delle superfieie razionali e delle 
rigate. Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 85, Beibl. Nr 32, 51—60 (1940). 

Die Riemannsche Fläche einer algebraischen Kurve des Geschlechts p definiert 
die Kurve vom topologischen Standpunkte aus in dem Sinne, daß die Riemannschen 
Flächen aller Kurven des Geschlechts p untereinander topologisch äquivalent sind. 
Die Definition einer algebraischen Fläche vom topologischen Standpunkte aus ist 
viel schwieriger; eine solche Definition wird hier im Falle einer rationalen Fläche und 
im Falle einer Regelfläche angegeben. — Die Riemannsche Fläche einer Ebene, und also 
auch diejenige einer rationalen Fläche, die mit einer Ebene birational und ohne irgend- 
welche Ausnahme äquivalent ist, besitzt folgende Eigenschaften, die sie topologisch 
vollständig definieren: 1. Der lineare Zusammenhang ist 0. 2. Die topologische Torsion 
ist 0. 3. Der Flächenzusammenhang hat den Wert 1. 4. Jeder zweidimensionale Zykel 
ist zusammenhängend. Der Beweis dieses Satzes ist eine Anwendung der allgemeinen 
Theorie der Korrespondenzen zwischen algebraischen Flächen, die vom Verf. selbst 
in den letzten Jahren entwickelt worden ist. Die vierte Eigenschaft kann durch die 
andere ersetzt werden, daß jene Riemannsche Fläche einen einfach zusammenhängenden 
Zykel vom virtuellen Grad 1 enthält. Für eine beliebige rationale Fläche kann man 
sagen, daß die betreffende algebraische Riemannsche Fläche in die algebraische Rie- 
mannsche Fläche einer Ebene durch eine reelle birationale Transformation verwandelt 
werden kann. — Die Riemannsche Fläche einer Regelfläche des Geschlechts p >1 
hat dagegen folgende Eigenschaften, die sie topologisch definieren: 1. Der lineare 
Zusammenhang ist 2». 2. Der Flächenzusammenhang ist 2. Im Falle y=1 kommt 
noch die dritte Eigenschaft hinzu, daß jene Riemannsche Fläche einen einfach zu- 
sammenhängenden zweidimensionalen Zykel enthält. Es folgt in beiden Fällen, daß 
die Torsion Null ist. E.@. Togliatti (Genova). 

Severi, Francesco: I fondamenti della geometria numerativa. Ann. Mat. pura appl., 
IV.s. 19, 153—242 (1940). 

Der 1. Teil dieser bedeutenden Abhandlung (Nr. 1—35) hat einleitenden Charakter 
und stellt hauptsächlich schon bekannte Begriffe und Sätze zusammen: Schnittpunkts- 
zahlen und Schnittmannigfaltigkeiten, arithmetische und algebraische Äquivalenz von 
Teilmannigfaltigkeiten in einer Mannigfaltigkeit M,, Prinzip der Konstantenzählung, 
Prinzip der Erhaltung der Anzahl, Prinzip von Plücker-Clebsch. Ein Begriff wird 
leider nicht erklärt, obwohl auf ihm der grundlegende Begriff der algebraischen Äqui- 
valenz beruht, nämlich der Begriff eines algebraischen Systems von algebraischen 
Mannigfaltigkeiten (vgl. dazu Chow und v. d. Waerden, dies. Zbl. 16, 40). Als zen- 
trales Problem der abzählenden Geometrie wird das Charakteristikenproblem 
betrachtet, das in der Severischen Auffassung nur den numerischen Aspekt des um- 
fassenderen Problems der algebraischen Basis darstellt, und das sich somit folgender- 
maßen formulieren läßt: Um eine Formel für die Schnittpunktszahl von zwei beliebigen 
Teilmannigfaltigkeiten V,_; und W; in einer singularitätenfreien M, zu erhalten, suche 
man eine algebraische Basis V®,..., V7@ für die Mannigfaltigkeiten Y,_, in M, und 
ebenso eine Basis W®,..., W® für die W, in M,. Dann gelten algebraische (und 
gleichzeitig arithmetische) Äquivalenzen: 

Veh +... 41,P@, 
HH =uWd+ ... +u,W0. 
Durch Multiplikation findet man die gesuchte Schnittpunktszahl 
m, WI= DI A700]. 
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Alle diese Sachen werden deutlich und ausführlich dargestellt und in Nr. 32—35 am 
Beispiel der Mannigfaltigkeit aller linearen Räume $; in 8, erläutert. — Der 2. Teil 
geht auf das Charakteristikenproblem der Kegelschnitte aus. Der Autor will die aus- 
gearteten Kegelschnitte in einem gewissen Sinn von der Betrachtung ausnehmen. Um 
das zu präzisieren, wird in den sehr allgemeinen und schwierigen Nrn. 39—41 der Begriff 
der „Schnittpunktszahl in M, — E“ erklärt, wo E eine Teilmannigfaltigkeit der singu- 
laritätenfreien Mannigfaltigkeit M, ist. Diese Nummern beruhen wiederum auf den 
Nrn. 36—38 über das Basisproblem für die V,_; in M,, die eine gegebene Teilmannig- 
faltigkeit G, (oder noch allgemeiner eine Teilmannigfaltigkeit L, eines gegebenen 
Systems) enthalten. Bei dieser Beschränkung der V,_; ist wohl gleichzeitig der Begriff 
der algebraischen Äquivalenz der V,_; einzuengen, was der Autor aber nicht aus- 
drücklich sagt. Durch diese Einengung wächst die Zahl der erforderlichen Basis- 
mannigfaltigkeiten, und es werden Methoden aufgestellt, die neue Basis zu finden. 
Auf Grund dieser Untersuchung wird dann in Nr. 41 die Existenz der Basis für M, — E 
allgemein bewiesen. — Nunmehr wird das Charakteristikenproblem für Kegelschnitte 
in Angriff genommen, und zwar werden die Kegelschnitte zuerst als reine Punktgebilde 
(Kurven 2. Ordnung) betrachtet. Sie bilden dann einen Raum S$,, aus dem die Mannig- 
faltigkeit @ der Ausartungen 2. Art (Doppelgeraden) auszunehmen ist. In Überein- 
stimmung mit einem früheren Ergebnis des Autors [Atti R. Istit. Veneto 75, 1122 
(1916)] ergeben sich für die einfachen und vierfachen Bedingungen für S, — @ je 
2 Charakteristiken, d.h. in den früheren Formeln ist g = 2. Sodann wird die Mannig- 
faltigkeit M, der vollständigen Kegelschnitte behandelt, in der die Teilmannigfaltig- 
keiten E’, F’, H’ der ausgearteten Kegelschnitte 1., 2. und 3. Art ausgezeichnet sind. 
Auf Grund einer ausführlichen Untersuchung der birationalen Abbildung von M, 
auf S, und ihrer Ausnahmepunkte werden die von v.d. Waerden (dies. Zbl. 19, 180) 
bewiesenen Charakteristikenformeln für M, neu gewonnen. Nimmt man die Mannig- 
faltigkeit 4’ der Ausartungen 3. Art aus, was insbesondere dann notwendig wird, wenn 
Hyperoskulationsbedingungen mit in Betracht gezogen werden, so erhöht sich die Zahl 
der Charakteristiken für die einfachen und vierfachen Bedingungen von 2 auf 3, für 
die zwei- und dreifachen von 3 auf 5. Für die dreidimensionale Mannigfaltigkeit 4’ 
selbst, die Gesamtheit der Linienelemente der Ebene, wird auch eine Basis sowie ein 
projektives Modell vom kleinstmöglichen Grade gefunden. van der Waerden. 


Differentialgeometrie: 


Kadefävek, Fr.: Eine Verallgemeinerung der Drehflächen. Vestn. Krälovsk& tesk& 
Spol. Nauk 1939, Nr 17, 1—3 u. franz. Zusammenfassung 3 (1940) [Tschechisch]. 

Je zwei Meridiane und je zwei Parallelkreise einer Drehfläche sind zentrisch 
kollinear. Kollineationsachse ist die Drehachse bzw. die sie senkrecht kreuzende, un- 
endlich ferne Gerade der Parallelkreisebenen;; das Kollineationszentrum für zwei Kurven 

‘in Ebenen durch eine der beiden genannten Geraden liegt jeweils auf der anderen. 
Verf. untersucht Flächen, die ebenfalls zwei Systeme paarweise zentrisch kollinearer 
Kurven in Ebenen zweier Büschel enthalten, wobei das Kollineationszentrum für zwei 
Kurven in Ebenen des einen Büschels auf der Achse des anderen Büschels liegt. Als 
Büschelachsen aber wählt er zwei endliche, einander senkrecht kreuzende Geraden, 
und die Gestalt der Leit- und erzeugenden Kurven bleibt sonst beliebig. Verf. nennt 
diese Flächen Armiloide (Armbandflächen). Er bringt einige Sonderfälle als Beispiele. 
Sind die Leit- und erzeugenden Kurven algebraisch, so ist auch die Fläche algebraisch 
mit bestimmbarer Ordnung. Wilh. Schmid, (Dresden). 

Kadefävek, Fr.: Über die Fläche z = sin - siny. V£&stn. Krälovsk& teske Spol. 
Nauk 1939, Nr 24, 1—3 u. dtsch. Zusammenfassung 3 (1940) [Tschechisch]. 

Es werden zwei gerade Zylinderflächen mit zur x- bzw. y-Achse parallelen Br- 
zeugenden und gewissen sin-Linien als Leitkurven eingeführt. Die Schiebungsfläche 
z=sinzsiny ergibt sich dann, wenn auf jeder zur 2-Achse parallelen Geraden jener 
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Punkt aufgesucht wird, dessen Ordinate gleich ist der Summe der Ordinaten der auf 
derselben Ordnungslinie gelegenen Punkte der beiden Zylinderflächen. Aus diesem 
Bildungsgesetz werden die Gestaltsverhältnisse der Schiebungsfläche auf synthetischem 
Wege abgeleitet. Ferner wird auf den Zusammenhang dieser Schiebungsfläche und 
gewisser Verallgemeinerungen mit Biegungsflächen von Betondecken hingewiesen. 


Wilh. Schmid (Dresden). 


Weise, Karl Heinrieh: Invariante Charakterisierung von Kurvennetzen. Math. Z. 
46, 665—691 (1940). 

Es werden biegungsinvariante Eigenschaften von „Kurvennetzen“ auf krummen 
Flächen im Kleinen untersucht. Während man sonst zu diesem Zweck meist die Netz- 
linien als Parameterlinien wählt, wird das hier vermieden, was sich für manche An- 
wendungen als zweckmäßig erweist. Mit den Hilfsmitteln der Tensorrechnung werden 
Invarianten hergeleitet, insbesondere ein ‚„Netzvektor“, der zum Träger der Eigen- 
schaften des Netzes wird. So ergeben sich auch Integralsätze. Als Beispiel werden u. a. 
die Netze von Liouville untersucht. Es ergeben sich viele beachtenswerte Einzelheiten. 

Blaschke (Hamburg). 


MaeQueen, M.L.: Conjugate nets and assoeiated quadries. Duke math. J. 6, 
753—767 (1940). 

Mittels Reihenentwicklungen der Koordinaten y,z nach Potenzen von x für die 
Kurven eines konjugierten Netzes auf einer Fläche werden assoziierte Quadriken- 
büschel bestimmt, die die Fläche von der zweiten Ordnung und eine Netzkurve von 
der vierten bzw. zwei Netzkurven von der dritten Ordnung berühren; wird im letzten 
Falle eine der beiden Netzkurven von der vierten Ordnung berührt, so erhält man eine 
Quadrik. Im Zusammenhang damit wird das Moutardsche Quadrikenbüschel in der 
Richtung der Tangente einer Netzkurve untersucht, und es werden notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür gewonnen, daß die Netzkurven eben bzw. konisch 
sind. Endlich werden assoziierte Quadriken zu einer einparametrigen Kurvenschar in 
ähnlicher Weise definiert, wie es D. Sun [Töhoku Math. J. 32, 81—85 (1929)] getan 
hat, indem an Stelle der Asymptotenlinien Kurven eines konjugierten Netzes gesetzt 


werden. Volk (Würzburg). 


Cartan, F.: Sur une elasse de surfaces apparentees aux surfaces R et aux surfaces 
de Jonas. Gedenkwerk D. A. Grave, Moskau 72-78 (1940). 

Die Invarianten der Laplaceschen Gleichung eines konjugierten Netzes im gewöhn- 
lichen Raum seien in Punktkoordinaten A, k und in Ebenenkoordinaten A, k. Man 
kann sie auf drei Arten paarweise gleichsetzen: I. k=k; h=k; I.h= k;k=h; 
Il. hA=h;k=k. Im Fall I gelangt man zu den J-Netzen oder den Flächen von 
Jonas, im Fall II zu den R-Netzen oder den projektiv deformierbaren Flächen, im 
Fall III zu den vom Verf. mit E bezeichneten Flächen. Verf. zeigt, daß die Flächen 
von Jonas ebenso wie die R-Flächen von sechs willkürlichen Funktionen einer Ver- 
änderlichen abhängen. Die Charakteristiken des Systems von Differentialgleichungen 
sind die Asymptotenlinien und die beiden J-Netze der Flächen. Auf isotherm-asympto- 
tischen Flächen gibt es unendlich viele J-Netze. [Anm. des Ref.: Zu den gleichen 
Ergebnissen gelangte kürzlich T. Mihailescu, Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 25, 
200—205 (1939); dies. Zbl. 23, 165.] Dagegen hängen die Netze E von fünf willkür- 
lichen Funktionen einer Veränderlichen ab. Die Charakteristiken des Systems von 
Differentialgleichungen bestehen aus dem doppelt zählenden E-Netz und einer wei- 
teren Kurvenschar. Haack (Karlsruhe). 

Tsuboko, Matsuji: On the tangents of the reeiprocal derivative eurves in E4. Proc. 
phys.-math. Soc. Jap., III. s. 22, 509—518 (1940). 

Der Punkt x beschreibe die Kurve C, des vierdimensionalen Raumes; y sei ein 
Punkt des Schmiegungsraumes von C, in x. Durchläuft x die Kurve O,, so beschreibt 
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y die Kurve O,. r sei die Ebene, die durch y und die zugehörige Tangente von O, 
geht, und S sei die Hyperfläche, die durch r erzeugt wird. Wenn die Schmiegungs- 
ebene von C, durch den zugehörigen Punkt x geht, heißen C, und (, reziprok [Proc. 
phys.-math. Soc. Jap., III. s. 21, 298—311 (1939); dies. Zbl. 21, 258]. Verf. untersucht 
die Beziehungen der Tangenten von C, zu 8. Die Geraden, die vier konsekutive Ebenen 
von $ schneiden, berühren die reziproken Kurven C, von C,. Die Gesamtheit der 
Geraden, die dieselben vier konsekutiven Ebenen von S schneiden, bildet eine kubische 
Hyperfläche, die 8 in vierter Ordnung berührt. Verf. bestimmt ferner die Geraden, 
die fünf und sechs konsekutive Ebenen in $ schneiden. W. Haack (Karlsruhe). 


Terraeini, Alessandro: I sistemi © di piani eon eongruenza sostegno paraboliea. 
Atti Ist. Veneto Sci. ete. 97, Pt 2, 557—565 (1938). 

In zwei vorangehenden Arbeiten (dies. Zbl. 16, 75; 19, 181) hat Verf. eingehend 
die ool-Systeme von Ebenen des S, entwickelt, in denen je zwei unendlich-benachbarte 
Ebenen stets gemäß den verschiedenen möglichen Approximationsordnungen in einem 
Punkte inzident sind. In einer weiteren Arbeit (dies. Zbl. 19, 182) hat Verf. sodann 
gezeigt, daß die entsprechende Untersuchung für o0*-Systeme von Ebenen, abgesehen 
von wesentlich bekannten Fällen, auf o0%-Systeme von Ebenen führt, die dadurch 
entstehen, daß man durch jede Gerade einer Geradenkongruenz I’ des S, innerhalb 
des längs ihrer die von /’ gebildete Mannigfaltigkeit berührenden S, eine Ebene legt; 
in der genannten Arbeit werden die Fälle behandelt, in denen die Trägerkongruenz I" 
unterschiedene Brennflächen besitzt. Hier untersucht nun Verf. die parabolischen 
Fälle, d.h. mit zusammenfallenden Brennmänteln. Zunächst bestimmt er allgemein 
die sog. Hauptsysteme, d.h. ool-Systeme von Ebenen, die im o0?-System enthalten 
sind und bei denen die Approximationsordnung für die Inzidenz zweier benachbarter 
Ebenen mindestens gleich 4, statt, wie im allgemeinen Falle gleich 2, ist; sodann kenn- 
zeichnet Verf. die Fälle, in denen die Hauptsysteme unbestimmt werden, d.h. in denen 
zwei benachbarte Ebenen des oo2-Systems immer gemäß einer Approximationsord- 
nung >4 inzident sind. Fallen die beiden Brennmäntel von Jin eine Fläche zusammen, 
so ergeben sich keine erwähnenswerten Ergebnisse; hingegen gelangt man zu solchen, 
wenn die beiden Brennmäntel in eine Kurve zusammenfallen. P. Buzano (Torino). 


Buzano, Pietro: Invarianti proiettivi di una coppia di elementi superfieiali del 2° 
ordine. Rend. Mat., Univ. Roma, V.s. 1, 139—162 (1940). 

Im gewöhnlichen projektiven Raum betrachtet man zwei Flächenelemente 2. Ord- 
nung (Kalotten) mit den Zentren A bzw. A’ und den Tangentialebenen x bzw. ’. 
Es können 6 Fälle auftreten: 1) Weder gehört A zu’, noch A’ zun;2) A=A,n #n’; 
3) A+4,n=n';4) A liegt auf n’, hingegen A’ nicht auf r; 5) A liegt auf n’ und A’ 
liegt auf 2; 6) A=4',n=n'. In jedem dieser Fälle werden die projektiven Inva- 
rianten der beiden Kalotten gesucht. Von verschiedenen Verff. sind bereits die Fälle 5 
und 6 und zum Teil der Fall 1 behandelt worden (vgl. die in der Arbeit genannte 
Literatur). Im Falle 1 hat man zwei Invarianten, in den übrigen Fällen eine einzige. — 
Von diesen Invarianten gibt Verf. ihre Ausdrücke und ihre projektive Deutung durch 
Doppelverhältnisse an, wie auch ihre metrische Bedeutung, die sich durch die Krüm- 
mungsmasse der beiden Kalotten, Entfernungen und Winkel, die in der Konfiguration 
auftreten, ausdrücken lassen. E. Bompiani (Roma). 

Takasu, Tsurusaburo: Laguerre-geometrische Verallgemeinerung eines Satzes von 
Carleman über die Isoperimetrie auf den Minimalflächen im weiteren Sinne. Abh. preuß. 
Akad. Wiss., Phys.-Math. Kl. 1940, 1—14 (Nr 23). 

T.Carleman hat [Math. Z. 9, 160 (1921)] einen Satz über Minimalflächen an- 
gegeben. Die Theorie der Minimalflächen läßt sich bekanntlich auf die Geometrie der 
Gruppe der Berührungstransformationen von Laguerre übertragen [vgl. Blaschke, 
Differentialgeometrie III (1929)]. Takasu zeigt nun, daß sich auch der Satz Carle- 
mans auf die Geometrie von Laguerre übertragen läßt. Blaschke. 
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Lusternik, L.: Les g6odösiques ferm&es sur les multiplieites spheriques & plusieurs 
dimensions. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 320-322 (1940). 

Es wird bewiesen, daß auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, die mit einer 
n-dimensionalen Kugel homöomorph ist, entweder 2» — 1 geometrisch verschiedene 
geschlossene geodätische Linien existieren, oder es eine Familie der Mächtigkeit des Kon- 
tinuums von geodätischen Linien gibt. Verf. behandelt nur den Fall n =3 und sagt, 
daß der Beweis für n >3 analog geführt werden kann. G. Alexits (Budapest). 

Wagner, V.: Differential geometry of non-linear non-holonomie manifolds in the 
three-dimensional Euclidean space. Rec. math. Moscou, N.s. 8, 3—37 (1940). 

En considerant dans chaque point d’un espace euclidien R, un cöne, on dit qu’on 
definit un espace non holonome non lineaire O3, cet espace se reduisant & un espace 
non holonome P?, si le cöne se reduit & un plan. En indiquant avec 


K=a+vllg,o), =1,2,3) 
les coordonnees d’un point du cöne, oü !* sont les cosinus d’une gen£ratrice, on peut 
i 


consid&rer 0 comme l’arc sur l’indicatrice spherique des . En posant m’ =, m’ 


sont des cosinus d’une direction orthogonale & /', situ&e dans le plan tangent au cöne. 
Un deplacement tangent au cöne doit satisfaire a l’&quation de Pfaff 
ds® = nldx! + n?da? + n?.dx? = 0 
oü n* sont les cosinus de la normale au cöne et sont fonctions des quatre variables 
xl, 22, x?,o. En tenant compte des formules 
ol > i Om! es Ä i %) n' =, i 
Tl en a hm 
ou k est la courbure g&odesique de l’indicatrice spherique des Zi, on peut donner au 
covariant bilineaire de ds? = 0 la forme 
As! = ds?ds* (modds?) 
oh ds! = lid‘, ds? = m'da', ds = — kdo + Ads! et l’ötude de 03 se reduit & l’in- 
terpretation geometrique des invariants de l’espace a quatre dimensions x, x?, 2°, 0, 
ou ds’ —=0 et la metrique de R,, ds? = (ds!)? + (ds?)? + (ds?)?, sont des invariants 
fondamentaux. Parmi les elements situes dans le plan tangent au cöne, on peut dis- 
tinguer ceux dont la direction est celle d’une generatrice et qui satisfont au systeme 
ae—=0, de=hd, 

En eliminant o entre ces deux @quations, on trouve que ces €l&ments satisfont & une 
equation de Monge Fiz!a2a? dat da? da?) = 0, 
F etant homogene en da!, dx’, dx?. Les invariants de (3 sont ainsi en m&me temps 
les invariants d’une &quation de Monge plong&e dans R,. On peut remarquer, que 
’on peut limiter l’effet de la metrique de R, sur les invariants de#= 0, en supposant 
que la metrique s’exerce seulement dans le plan tangent au cöne [ds? = (dst)? + (ds?)2], 
ou seulement le long des gen£ratrices [ds? = (ds!)?], ce qui signifie l’&tude les proprietes 
intrinseques de 0}. @. Vranceanu (Bucuresti). 

Haimoviei, Mendel: Sur la definition intrins®que d’un &l&ment plan normal ä une 
variet€ non holonome. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 595—596 (1940). 

Dato uno spazio anolonomo V7' le proprietä intrinseche di questo spazio sono 
date dagli invarianti del gruppo 
1) dt=ddst+ ds, ds’=czds? (h,k,l,s=1,2, ...,m; &,ß,y,A=m-+J1, ...,n) 


dove le c} soddisfono alle condizioni di ortogonalitä. Si sa (E. Cartan, Repr. geo- 
mötrique des syst&mes non holonomes, Congr. Intern. di Bologna, 1928), che nel caso 
in cui il sistema derivato 8’ di 8 (ds* = 0) & nullo, possiamo imporre alle componenti 
wr, del tensore di integrabilitä di S delle condizioni in modo che anche i coefficienti 05 
soddisfino alle condizioni di ortogonalitä Derivando queste condizioni rispetto a s*, 
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e tenendo conto delle formule fondamentali (Vranceanu, Espaces non holonomes, 
& 


, ö oc 
Mem. Sci. math. 76, 8; questo Zbl. 13, 281) che danno ns si ottengono delle relazioni 


in termini finiti, le quali moltiplicate col tensore w”,, conducono a determinare le 
m(n — m) quantita B,.—=chck e perciö le quantitä c mediante il sistema di m(n — m) 
equazioni 

(2) ww Bia EG WW Big — u (WEx + uf). 

Una condizione sufficiente per l’unicitä delle soluzioni di (2) & che 8 sia di rango massimo., 
Si determina cosi un elemento piano normale a V e gli invarianti di (1) si riducono 
a quelli bene conosciuti del gruppo rigido di V7*, per il quale il tensore dato del secondo 
membro di (2) € nullo. @. Vranceanu (Bucuresti). 

Ficken, F. A.: The Riemannian and affine differential geometry of produet-spaces. 
Ann. of Math., II.s. 40, 892—913 (1939). 

Let (P), (2) be two Riemannian spaces referred to the coordinates x, x* resp. 
(at=1,..,9p, @=p+l,...,r). Every transformations of coordinates of the form 
(1) es 
will be called a transformation of code for the product space (R)=(P)x(Q). The 
author examines (R) with regard to (1). The set of components of a tensor with in- 
dices having the same superscripts 1 (or 2), or different superscripts will be termed the first 
(or second), or mixed member of the tensor. If every mixed member vanishes the tensor 
is „breakable‘“. A breakable tensor whose (v)-th member (v=1, 2) depends only of x°” 
is called a product tensor. The paper deals with (R) having a product metric tensor. 
Then the Christoffel symbols (as well as the corresponding curvature tensor) have 
product character. Using these results the author finds first a set of theorems such as 
f.i. „A space of constant non-vanishing curvature cannot be a product space“ or „An 
arc in (R) is rectifiable if and only if each of its projections is rectifiable“. Then the 
relations between the geometry of the product space and that of its factors with regard 
to geodesic subspaces, parallel displacement, motions etc. are studied and the results 
extended to an affine product space. Hlavaty (Prag). 

Urabe, Minoru: Geometry of parallel displacement making a volume invariant. 
J. Sci. Hirosima Univ. A 10, 95—108 (1940). 

Das Volumen V eines m-Vektors a ... um] wird in folgender Weise definiert. 


m 
Man wähle (n — m) gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren Er es e, senkrecht zum 
m-Vektor. Es ist nun vr Yayı Em gm Pre: 
m m+ n 
wo a die Determinante eines beliebig gewählten Tensors a;, ist. a, braucht nicht mit 
dem Fundamentaltensor g;. identisch zu sein. Die Forderung der Invarianz des 
Volumens eines m-Vektors bei pseudoparallelen Verschiebungen führt (für den sym- 
metrischen Fall) zu ,. 1 » ” ” 
m nn=[#- (04494 -0.0) 

mit Q, = 9, (log Ya —_ logya) s 
Weiter betrachtet Verf. Übertragungen, welche von einer r-parametrigen Gruppe er- 
zeugt werden. Sind a’ die Parameter der Gruppe und ist da’ eine lineare Funktion 
von dz*, so bestimmt die Gruppe eine Übertragung, welche aber nur eindeutig fest- 
gelegt ist, wenn ein bevorzugtes Bezugssystem vorliegt. Haantjes. 

Kanitani, Jöyö: Sur Parete de Green d’une surface plongee dans un espace ä con- 
nexion projeetive. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 22, 343—358 (1940). “. 

In uno spazio NR, a connessione proiettiva Tf,dx' si considera una superficie 
S(z—= zul, u2)). Preso un punto A di uno spazio proiettivo P, come immagine di 
un punto x di S si considerano le curve I, (r=1,2) immagini in Pa secondo Cartan 
(ef.: Legons sur la th&orie des espaces & connexion projective) delle asinto- 


378 


tiche di S uscenti da x. Posto che ul, u? siano parametri asintotici e che p, rappresenti 
la tangente (di coordinate plückeriane p/*)inAaT,, si costruisce la quadrica Q, (r # s) 
generata dalla retta g per cui (9,, 9) = (Ger q) = (Fi q) —=0. Q, e Q,, che vengono 
dette quadriche diLie di 1° e di 2% specie rispettivamente, coincidono allora e solo 
che la proiettivitä delle tangenti coniugate relativa al punto z di S (cf. l. c. p. 262) 
& involutoria. In relazione a Q,,Q@, viene costruita la proiettivitä che ad ogni retta 
del piano tangente « in A a I',, I’, fa corrispondere la retta (reciproca) intersezione 
dei piani polari rispetto a Q,, Q@, dei punti in cui la retta considerata incontra le tan- 
genti a /',, I‘, rispettivamente. Viene chiamato primo spigolo di Green relativo 
a Sin x la retta che unisce il punto che & polo della tangente a /’, rispetto ad una conica 
che ha in A un contatto del 3° ordine con la proiezione su & di /', da un punto P di ®, 
e contemporaneamente coniugato di P rispetto a Q,, col punto che in modo analogo 
si ottiene scambiando il ruolo di /', con /, e di Q, con Q,. Il suo reciproco, che esce 
da A, viene detto secondo spigolo di Green. Fra le proprietä degli spigoli di Green 
menzioneremo la seguente: esistono quattro rette, le tangenti a I',, I, e gli spigoli 
di Green, che si conservano per una trasformazione proiettiva che muta le I‘, in 
curve aventi con esse un contatto del 3° ordine e trasforma coppie di rette reciproche 
in coppie di rette reciproche. La trattazione, specialmente per quanto riguarda le 
quadriche di Lie e gli spigoli di Green, ha molti punti comuni con quella relativa ai 
medesimi enti in una varietä anolonoma. A. Maxia (Firenze). 

Yano, Kentaro, et Yosio Mutö: Sur la th@orie des hypersurfaces dans un espace & 
eonnexion conforme. Proc. imp. Acad. Jap. 16, 266273 (1940). 

Dans cette Note, les auteurs exposent, sans demonstration, quelques resultats 
interessants sur la theorie des hypersurfaces dans un espace & connexion conforme 
(le detail sera publie ailleurs): Il s’agit en principe de la connexion induite conforme 
dans l’hypersurface donnee et des e&quations de Gauss et Codazzi respectives, d’oü 
suivent quelques th&oremes sur la g&ometrie conforme des hypersurfaces. Nous re- 
viendrons sur ce travail & l’occasion de la publication plus detaillee. ZAlavaty (Prag). 

Hombu, Hitoshi: Neue Begründung der Geometrie des Integrals 

8 =/F(&, U), ,...,zm)) at 
auf die projektive Theorie der „Paths“. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Imp. Univ. A 1, 29—110 
(1940). 

Diese Arbeit enthält eine ausführliche Darstellung der Geometrie des im Titel 
genannten Integrals, wo x die i-te Ableitung von x nach t bedeutet. Es sei X” die 
(v + 1)n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Linienelemente v-ter Ordnung. Die Größen, 
welche nur vom Linienelement und nicht von der besonderen Parameterdarstellung 
abhängig sind, sind invariant bei einer »-parametrigen Transformationsgruppe G, welche 
aus £=t(t) hervorgeht. Größen, welche von zwei benachbarten Linienelementen ab- 
hängen (z. B. Größen in der Übertragungstheorie und die Pfaffschen Ausdrücke der 
Linienelemente) sollen bei einer 2v-parametrigen Gruppe H invariant sein, denn zu 
jedem Linienelement gehört eine Gruppe @. Aus den infinitesimalen Transformationen 


von G und H werden die Operatoren A, und 4, (s=1,...,v) gefunden. Richtige 


Größen der Linienelemente verschwinden bei Anwendung von A, und A,.- Es ist 
Verf. gelungen, mittels dieser allgemeinen Theorie der X) eine intrinsike Theorie der 
„Paths“ zu begründen. Ein Übertragungsschema wird abgeleitet. J. Haantjes. 

Michal, A. D., and A. B. Mewborn:' Abstraet flat projeetive differential geometry. 
Acta math. 72, 259—281 (1940). 

The author starts with a general geometric.space with postulated allowable co- 
ordinate systems defined in a Banach space B and preferred coordinate systems defined 
in a second Banach space B, of couples X=(z, 2°) where x is in B. 2° is called the 
gauge variable. A projective scalar field A(X) of class C®, whose first Frechet differen- 
tial A(X, Y) is a solvable linear function of the projective contravariant vector y% 
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defines a projective connection J/(X, Y,Z). This connection is invariant under a 
solvable linear transformation of A(X), is independent of x° and has a vanishing cur- 
vature form. The author gives a local characterization of the projective coordinate 
systems by means of a second order differential system. It is then assumed that the 
geometric space is a Hausdorff topological space (comp. this Zbl. 22, 400). 
J. Haantjes (Amsterdam). 

Gomes, Ruy Luis: Einige Anwendungen des Begriffs der einem Vektor assoziierten 
Matrix. Portugaliae Math. 1, 293—302 (1940) [Portugiesisch]. 

Dem Vektor x(z,, &, x3) des Raumes R, wird die Matrix 


%g % — ig 
&ı ti —2% 
nach E. Cartan (dies. Zbl. 19, 363) zugeordnet. Das Produkt zweier Matrizen wird 
dann mit den Produkten der entsprechenden Vektoren durch die Gleichung X (x) X (y) 
=(zy) +iX(zA y) verbunden. Ein System von Pauli entsteht aus drei paarweise 
senkrechten Vektoren. Es ist eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Vektoren 
ein Links- oder Rechtssystem bilden. Jedes System von Pauli kann auf eine be- 
stimmte Normalform transformiert werden. Zwei eigentliche (uneigentliche) Systeme 
von Pauli sind äquivalent, ein eigentliches System ist zu einem uneigentlichen anti- 
äquivalent. Wenn man den Vektor einer eigentlichen (oder uneigentlichen) orthogonalen 
Transformation unterwirft, wird die zugehörige Matrix in eine neue Matrix trans- 
formiert, die mit der ersten äquivalent (oder antiäquivalent) ist: X(2)= +S"!X(z)8. 
Zwischen den zu gleichen (verschiedenen) Eigenwerten gehörigen Eigenvektoren der 
Matrizen besteht dann eine Beziehung &=a- Sn. Der Eigenvektor der Matrix eines 
isotropen Vektors wird ein Spinor. Reelle Transformationen. E. A. Weiss (Bonn). 

Masuyama, Motosaburo: On the meaning of the symmetrie correlation coefficient 
between veector sets. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 22, 579—585 (1940). 

Die Arbeit setzt die in dies. Zbl. 28, 60, 77 besprochenen fort. Im R, seien {f;(£)} 
@=1...m;t=1...N) m Gesamtheiten von je N Vektoren f. Diese Gesamtheiten 
heißen gänzlich linear unabhängig, wenn sich keine m konstanten Tensoren T', die 


Xi) — 


nicht sämtlich verschwinden, finden lassen, so daß = T‘ . f,(t) = 0. Jeder solche Satz 


{f;(t)} läßt sich durch lineare Kombinationen in bekannter Weise in einen ortho- 
N 

gonalen Satz fu;(£)} überführen, für den [;()u,(t)] = Zw(i)wy(i) = 0, W=#+ 7) gilt. 
i=1 

Nach ihm läßt sich jeder weitere Vektorsatz {g(t)} nach dem Fourierschen Muster 


entwickeln: m 
g(t) >06 ut; = lgulluw]t; 


dual R(g, 1) = [gu] - [uu]=? [ng] - [ga] 
nennt Verf. den Korrelationstensor zwischen {g(t)} und {fu,}, da seine Determinante 
gleich dem Quadrat des früher definierten symmetrischen Korrelationskoeffizienten 


ui a . . 
zwischen {g}, {u;} ist. M(g; u, .- - Um) =, R(g, u,) heißt der multiple Korrelations- 


tensor zwischen fg}, fu}, .. ., {u„} oder En te Harald Geppert. 


Geometrische Ordnungen. Konvexe Gebilde und Verwandtes: 


Haupt, Otto: Linear-ordnungssinguläre Punkte ebener und räumlicher Bogen. 
S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1939, 253—263 (H. 3). 

Ein Punkt P eines (ebenen oder räumlichen) Bogens 8 ist (ordnungs-) singulär, 
wenn P auf keinem ordnungshomogenen Teilbogen von ® liegt. Der Punkt P wird 
als (ordnungs-) elementar bezeichnet, falls eine Umgebung von P auf ® existiert, 
welche Summe zweier in P zusammenstoßender ordnungshomogener Bogen ist. Es 
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gelten (unter anderem) die Sätze: Auf jedem ebenen Bogen ist jeder Punkt der linearen 
Ordnung Drei (singulär und zugleich) elementar. Hingegen gibt es sowohl elementare 
als nichtelementare Punkte vierter Ordnung. (Jeder solche Punkt ist singulär.) Jeder 
Punkt von mindestens fünfter Ordnung auf den ebenen Bogen ist nichtelementar 
(und singulär). — Auf jedem räumlichen Bogen ist jeder Punkt der linearen Ord- 
nung Vier (singulär und zugleich) elementar. Hingegen gibt es sowohl elementare 
als nichtelementare Punkte der Ordnungen Fünf und Sechs. Jeder Punkt von minde- 
stens siebenter Ordnung auf den räumlichen Bogen ist nichtelementar (und singulär). — 
Die linearen Ordnungen der Singularitäten auf ebenen bzw. Raumbogen können alle 
ganzzahligen Werte k=3 bzw. k=4 annehmen. @y. v. Sz. Nagy (Szeged). 


Carleman, T.: Sur les courbes paraboliquement convexes. Vjschr. naturforsch. Ges. 
Zürich 85, Beibl. 32, 61—63 (1940). 

Eine viermal differenzierbare Jordankurve y= y(x) heißt parabolisch konvex, 
wenn die Umgebung jedes ihrer Punkte im abgeschlossenen Inneren der zugehörigen 


2 
Schmiegparabel liegt; dazu ist notwendig Sr (y’)®<0. Gilt hier das <-Zeichen, 


so heißt die Kurve parabolisch konvex im engeren Sinne; für solche Kurven beweist 
Verf. den Satz, daß sie mit ihren Schmiegparabeln außer den jeweiligen Schmiegungs- 
punkten keine weiteren Punkte gemein haben können. Eine geschlossene, i.e. S. 
parabolisch konvexe Kurve kann von einer Parabel höchstens in vier Punkten getroffen 
werden. Harald Geppert (Berlin). 


Haupt, Otto: Über eine Kennzeiehnung der Kugel. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 
50, 113-120 (1940). 

Eine Punktmenge im R, heißt kreiskonvex, wenn ihr mit drei Punkten auch ein 
voller, sie enthaltender Kreisbogen angehört. Kreiskonvex werden auch genannt: ein 
einzelner Punkt und ein Punktepaar. Ergänzt man den Raum sinngemäß durch Hin- 
zunahme eines uneigentlichen Punktes zum sphärischen Raume S,, so sind die kreis- 
konvexen Mengen des S,„ identisch mit den folgenden: 1. der 8, selbst; 2. der punk- 
tierte S„; 3. die offenen n-Kugeln; 4. jede auf einer n-Kugelfläche gelegene kreis- 
konvexe Menge; 5. jede Summe aus einer offenen n-Kugel und einer in ihrer Begrenzung 
gelegenen, kreiskonvexen Menge. Die Mengen unter 4 sind stereographische Projek- 
tionen von kreiskonvexen Mengen des S,_ı- Bol (Freiburg i. Br.). 


Burekhardt, Joh. Jak.: Über konvexe Körper mit Mittelpunkt. Vjschr. naturforsch. 
Ges. Zürich 85, Beibl. Nr 32, 149—154 (1940). 

I. Satz von Alexandroff: Ein konvexer Körper K, der von lauter zentrierten 
ebenen Vielecken begrenzt ist, ist von Paaren kongruenter und parallel liegender Viel- 
ecke begrenzt. II. Satz von Minkowski: Ein konvexer Körper K, der aus lauter 
zentrierten Körpern einfach und lückenlos zusammengesetzt ist, besitzt einen Mittel- 
punkt. — Verf. gibt einen einfachen Beweis von I, sein Beweis von II ist fehlerhaft: 
a) 8.152, Z.7 und 8 von unten, weil es eine solche Ebene E nicht zu geben braucht, 
b) die „Verkeilung“ auf 8. 153—154 ist im allg. unmöglich, weil beim Symmetrisieren 
die eingesetzten Keile aus ÄX hinausreichen. Bol (Freiburg i. Br.). 


Dinghas, Alexander: Verallgemeinerung eines Blaschkeschen Satzes über konvexe 
Körper konstanter Breite. Sonderdruck aus: Rev. math. Union Interbalkan. 3, 4 S. 
(1940). 

Schreibt man die Steinersche Formel des R, für den Inhalt W,(K + hS) eines 
Parallelkörpers im Abstand } des konvexen Körpers K in die Form W,(K +8) 


Rn 
= D/(F)W»r (Ws ist der Inhalt von X, nW, die Oberfläche usw., W, der Inhalt 
v=( 


der n-dimensionalen Einheitskugel), so gelten für jeden Körper der festen Breite 5 
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für alle ungeraden g die Gleichungen: 


27,.,= I -1r (2m... 
v=0 


Im Sonderfall n= 3 sind das die bekannten Gleichungen: 
8 
V=0d4—-7d’ (Blaschke 1915), M=4nd (Minkowski) 


Für n = 3 auch einfacher Beweis des Bieberbachschen Satzes, daß unter allen Körpern 
der festen Breite b die Kugel sowohl den größten Inhalt wie die größte Oberfläche hat. 
Bol (Freiburg ı. Br.). 

Schmidt, Erhard: Die isoperimetrischen Ungleiehungen auf der gewöhnlichen Kugel 
und für Rotationskörper im n-dimensionalen sphärisehen Raum. Math. Z. 46, 743—794 
(1940). 

Eine Fortsetzung der Arbeiten in Math. Z.44 (1939) und Math. Z. 46 (1940). 
Zuerst wird die isoperimetrische Hauptungleichheit verschärft einheitlich für die Eukli- 
dische und hyperbolische Ebene und für die Geometrie auf der Kugelfläche und ent- 
sprechend für den n-dimensionalen Fall für Drehkörper, d.h. für solche, die alle 
Drehungen um eine Gerade gestatten. Der Beweis wird zuerst für die Geometrie auf 
der Kugelfläche durchgeführt und dann auf Drehkörper im n-dimensionalen sphärischen 
Raum übertragen. Wieder werden keine Einschränkungen topologischer Art über die 
zum Wettbewerb zugelassenen Figuren gemacht. Blaschke (Hamburg). 


Topologie: 


Harrold jr., 0. G.: A note on strongly irredueible maps of an interval. Duke math. 
J. 6, 750—752 (1940). 

Any Peano continuum M possessing a dense subset P of non-local separating 
points is a continuous map of any closed interval / while no proper closed subset of I 
maps onto all of M. Moreover, in case P is countable, our mapping can be chosen 
as to admit of a single valued inverse on P. Bedrfich Pospisil (Brünn). 

Stoilow, S.: Des sous-ensembles sur lesquels une transformation continue d’un espace 
est transformation intörieure ou topologique. Disquisit. Math. et Phys., Bucuresti 1, 
23—28 (1940). 

Eine eindeutige, stetige Abbildung / von A in B heißt eine innere Abbildung, 
wenn sie jede offene Teilmenge von A auf eine offene Teilmenge von B abbiidet. Verf. 
beweist: Jede stetige Abbildung f(X)= Y eines metrischen, separablen und lokal kom- 
pakten Raumes X in einen vollständigen Raum Y ist eine innere Abbildung einer 
G;-Menge AC X auf eine G,-Menge BC Y. Sind X und Y n-dimensionale Mannig- 
faltigkeiten, und ist das Urbild f!(y) jedes Punktes y von Y höchstens abzählbar, so 
enthält jede offene Teilmenge von X eine @5-Menge E, so daß / auf E topologisch 
ist und f(Z) die Differenz einer offenen Menge und einer Menge erster Kategorie 
von Y ist. Nöbeling (Erlangen). 

Vertenko, I.: Sur les eontinus aeyeliques transformes en eux-m&mes d’une manitre 
continue sans points invariants. Rec. math. Moscou, N.s. 8, 295—305 u. franz. Zu- 
sammenfassung 305—306 (1940) [Russisch]. 

Verf. gibt ein zweidimensionales azyklisches Peanosches Kontinuum (, im Euklidi- 
schen Raume R, an, das für jedes & > 0 eine topologische fixpunktfreie e-Abbildung 
auf sich selbst zuläßt. R, — (, ist zusammenhängend und einfach zusammenhängend. 
Ferner ein azyklisches, einfach zusammenhängendes dreidimensionales Peano- 
sches Kontinuum (, in R,, das auf sich selbst topologisch und fixpunktfrei abgebil- 
det werden kann. Bedrich Pospi3il (Brünn). 

Eilenberg, Samuel: On a theorem of P. A. Smith eoneerning fixed points for periodie 
transformations. Duke math. J. 6, 428—437 (1940). 

L’ A. estende un teorema di P. A. Smith (questo Zbl. 9, 411) relativo all’esistenza 


382 


di punti uniti per una trasformazione topologica, A, periodica di periodo primo p, 
che muti in se stesso un insieme X dello spazio cartesiano S„. L’ A. dimostra che A 
lascia almeno un punto invariato, se sono soddisfatte le seguenti ipotesi: € dato un 
anello commutativo R, dotato di unitä % e sprovvisto di elementi r tali che pr=u; 
ogni ciclo singolare di X, di dimensione < pm — m — 1, coi coefficienti in R & omologo 
azeroin X, L’A. dä dei teoremi anche nel caso che X sia uno spazio metrico, separabile, 
a un numero finito di dimensioni e che i cicli singolari siano sostituiti da quelli ch’egli 
chiama „true cycles“ (per questa nozione bisogna rimandare al lavoro in esame). L’A. 
estende anche un teorema di K. Borsuk (questo Zbl. 6, 424) sul grado di una tras- 
formazione e dä esempi diretti a dimostrare la necessitä di alcune delle ipotesi fatte. 
G. Scorza-Dragoni (Padova). 

Sura-Bura, M. R.: Espaces bieompaets comme images des discontinus. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 27, 431—435 (1940). 

Verf. beweist, daß alle abgeschlossenen Teilmengen eines topologischen Produktes 
zweipunktiger isolierter Räume Retrakte sind. Der Schluß auf S. 435, daß die Mengen 
P, usw.im Raume D, + ı gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, stimmt aber nicht, 
und der Ref. kann an Beispielen zeigen, daß das ganze Ergebnis falsch ist. 

Bedrich Pospisil (Brünn). 

Choquet, Gustave: Hom&omorphies. ©. R. Acad. Sci., Paris 210, 129—131 (1940). 

In dieser Note werden Behauptungen präzisiert bzw. korrigiert, die Verf. früher aufgestellt 
hat [C. R. Acad. Sci., Paris 206, 634—636 (1938); dies. Zbl. 18, 240]. Auch diese Note ent- 
hält keine Beweise. Nöbeling (Erlangen). 

Tscherkassoff, A.: Sur les suites d’ensembles &galement hom&omorphes. Rec. 
math. Moscou, N. s. 8, 349—360 u. franz. Zusammenfassung 360—8361 (1940) [Russisch]. 

Gegeben sei eine Menge F und eine Klasse topologischer Abbildungen » von F 
auf gewisse Teilmengen F, eines Kompaktums: 2— z,. Ferner möge es zu jedem 
e>0einn>0 geben, so daß aus o(z,, y„) < n immer o(z,, y,) < € folgt, und zwar 
unabhängig von «# und v. Bilden nun die F, eine topologisch konvergente Folge, so 
ist der Limes zu # homöomorph. Dieser Satz wird dann auf einfache Bogen angewendet. 
Verf. beweist so ein einfaches Konvergenzkriterium für Folgen im Bereiche der ein- 
fachen Bogen in einem Kompaktum. Bedrich PospiSil (Brünn). 


Komatu, Atuo, und Ryoji Sakata: Einige Sätze über Abbildungen auf die Sphäre. 
Jap. J. Math. 16, 163—167 (1940). 

Es wird vor allem folgender Satz bewiesen: Eine Abbildung f/ eines endlich-dimen- 
sionalen Kompaktums F in die r-Sphäre $” ist dann und nur dann wesentlich, wenn 
es in # einen konvergenten ZyklusZ +0 gibt, der durch f wesentlich auf S” abgebildet 
wird. Für Komplexe wurde dieser Satz bereits früher von den Verff. bewiesen [Jap. 
J. Math. 16, 57—62 (1939); dies. Zbl. 22, 172]. Nöbeling (Erlangen). 


'® Abe,.Makoto: Über die stetigen Abbildungen der n-Sphäre in einen metrischen 
Raum. Jap. J. Math. 16, 169—176 (1940). 

Es sei X ein Kompaktum und Y ein metrischer Raum. Ist X’ eine abgeschlossene 
Teilmenge von X und y, ein Punkt von Y, so sei YX(X’, y,) die Menge aller X’ auf y, 
abbildenden Abbildungen aus Y*, dem wie üblich metrisierten Raum aller eindeutigen, 
stetigen Abbildungen von X in Y. Jede Komponente von Y* stellt eine Abbildungs- 
klasse von Y* dar; entsprechend werden die Komponenten von YX(X', Y%) Abbil- 
dungsklassen rel. (X’, y,) von Y* genannt. Nach 8. Eilenberg [Fundam. Math. 82, 
167-—175 (1939); dies. Zbl. 21, 162] läßt sich jedes Element der n-ten Homotopie- 
gruppe ı"(Y) von Y als eine Abbildungsklasse rel. (x), 4.) von Y° deuten, wobei S, 
die n-Sphäre und x, ein Punkt von S, ist; dabei entspricht jeder Abbildungsklasse 
(schlechthin) von Y“r eine Klasse der Elemente von n*(Y), die aus einem unter ihnen 
als Bilder bez. gewisser Automorphismen der Gruppe z"(Y) entstehen; diese Auto- 
morphismen bilden eine mit !(Y) homomorphe Gruppe und lassen sich direkt geo- 
metrisch deuten. Verf. konstruiert nun vor allem eine n*(Y) als Normalteiler ent- 
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haltende Gruppe x"(Y), in der die genannten Automorphismen als innere Automor- 
phismen dargestellt werden. Die Gruppe x"(Y) hat auch eine selbständige geometrische 
Bedeutung. Nöbeling (Erlangen). 

Kagno, I. N.: The mapping of graphs on surfaces: This Journal, Vol. 16 (1937). Cor- 
reetion. Perfect subdivisions of surfaees: This Journal, Vol. 17 (1938). Correetion. 
J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Technol. 19, 158 (1940). 

Kleine Berichtigungen zu den in dies. Zbl. 17, 427; 19, 331 besprochenen Arbeiten. 

H.Geppert (Berlin). 

Freudenthal, Hans: Die Triangulation der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. 
Nachtrag. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 619 (1940). 

Ergänzung zur gleichnamigen Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 22, 172): Hinweis auf einen 
1935 mit andern Methoden geführten Triangulierbarkeitsbeweis von Cairns (dies. Zbl. 12, 227). 

Furch (Rostock). 

Whitney, Hassler: Some eombinaterial properties of eomplexes. Proc. Nat. Acad. 
Sci. U. S. A. 26, 143—148 (1940). 

Für die Zwecke einer späteren Note gibt Verf. zunächst die Definition eines „Duals“ 
einer Zelle in einer größeren Zelle und benutzt dasselbe zur Definition von Produkten 
in einem Komplex. Weiter studiert Verf. „lokal isomorphe‘“ Komplexe und Produkte 
in solchen Komplexen. Der Definition der lokalen Isomorphie wird ein abstrakter 
Zellenkomplex im Sinne von Tucker [Ann. Math., II.s. 34, 191—243 (1913); dies. 
Zbl. 6, 423] zugrunde gelegt, von dem noch verlangt wird: a) jede 1-Zelle inzidiert 
mit genau zwei Ecken: 0o0!=-+.a--b; b) der Rand 00” jede r-Zelle (r > 1) ist kom- 
binatorisch zusammenhängend (durch Wege mit nichtverschwindenden Inzidenzzahlen); 
c) O- und 1-Zyklen mod2 in jeder abgeschlossenen Zelle o beranden in o, wenn die 
O-Zyklen eine gerade Anzahl von Ecken haben. Zwei solche Komplexe heißen lokal 
isomorph, wenn eine eineindeutige Korrespondenz ® zwischen ihren nichtorientierten 
Zellen besteht, welche Inzidenzen erhält und die Eigenschaft besitzt, daß o und ®o 
für jede Zelleo des Urbildkomplexes isomorphe Komplexe sind. Nöbeling. 

Kodaira, Kunihiko, und Makoto Abe: Über zusammenhängende kompakte abelsche 
Gruppen. Proc. Imp. Acad. Jap. 16, 167—172 (1940). 

Es werden einige topologische Eigenschaften der zusammenhängenden kompak- 
ten separablen abelschen Gruppen (kurz: z.k.s.a. Gruppen) bewiesen. Jede z.k.s.a. 
Gruppe & ist die Limesgruppe einer G,-adischen Folge von Torusgruppen %,, und 
durch Limitierungsverfahren erhält man sofort die topologische Isomorphie Bi (®) & ®. 
Dabei ist B£(©) die l-dimensionale Bettische Gruppe von ® in bezug auf die additive 
Gruppe $ der mod.1 reduzierten reellen Zahlen als Koeffizientenbereich. Die algebra- 
ische Struktur der Gruppe & bestimmt sich deshalb durch ihre topologische Struktur. 


Für jede stetige Abbildung f von & in & gibt es einen und nur einen stetigen Homo- 
morphismus h,, der zu fin dem Sinne homotop ist, daß für eine beliebige stetige Ab- 
bildung y von & in ein beliebiges Polyeder Q die Abbildungen yf und ph, im üblichen 
Sinne homotop sind. Die einzige n-dimensionale z.k.s.a. Gruppe, die sich in den 
(n + 1j-dimensionalen Euklidischen Raum topologisch einbetten läßt, ist die Torus- 
gruppe. Dies wird durch Heranziehung des Alexander-Pontrjaginschen topologischen 
Dualitätssatzes (vgl. dies. Zbl. 10, 180) bewiesen. T. Tannaka (Sendai). 
Hopf, Heinz: Systeme symmetriseher Bilinearformen und euklidische Modelle der 
projektiven Räume. Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 85, Beibl. Nr 32, 165—177 (1940). 
Aus dem Gordonschen Dualitätssatz (dies. Zbl. 15, 84) wird eine notwendige 
Bedingung für Einbettbarkeit einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M, in den euklidi- 
schen R;;ı hergeleitet. Sie heißt: Die Zusammenhangsgruppen 3, der Dimensionen 
i=1,2,...,%k sollen sich je direkt zerlegen lassen: 3, = 8; + 87 derart, daß die 
Schnittzykel von je zwei Zykeln aus 3/ und 3; bzw. 3; und 37 wieder in 3;+ ,-., bzw. 
837,1-, liegen. Es folgt, daß der projektive Raum P, sich für k>1 ‚nicht in den 
euklidischen R;,, und daher auch nicht in die Sphäre $,,, topologisch einbetten läßt. 
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Daraus folgt weiter, daß k + 2 symmetrische bilineare Gleichungen /,(z, y) = 0 in 
2.(k +1) Veränderlichen z,,.. -, 2%) Yo» + -» %s für k>]1 stets eine reelle nicht- 
triviale Lösung besitzen. Die Anzahl k + 2 läßt sich für k= 2 und 3 nicht erhöhen, 
für größere k wohl (nach einem Satz von E. Stiefel, der sich auch auf unsymmetrische 
Bilinearformen bezieht; vgl. dies. Zbl. 21, 293). van der Waerden (Leipzig). 

Sumner, D. B.: Orientable manifolds construeted from a solid eube. Trans. Roy. Soc. 
S. Africa 28, 183—197 (1940). 

H. Kneser (Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 38, 248—260) and M.Kreines 
(Rend. Circ. mat. Palermo 56, 277—280; this Zbl. 5, 417) “have given accounts of the 
formation of Poincar& Spaces from solid 3-dimensional figures in Euclidian R®. In 
general their method is to identify in pairs the faces of such a solid figure’”. — “The method 
used by Kneser and Kreines will be used to obtain all possible orientable manifolds 
from a solid cube, wether those manifolds be Poincar@ Spaces or not.” Nöbeling. 

Fomin, S.: Erweiterungen topologischer Räume. Rec. math. Moscou, N.s. 8, 
285—293 u. deutsch. Zusammenfassung 293—294 (1940) [Russisch]. 

‚ Verf. beweist die von M.H. Stone in Trans. Amer. Math. Soc. 41, 375—481 
(1937); dies. Zbl. 17, 135 erzielten topologischen Ergebnisse ganz direkt, ohne sich der 
Stoneschen algebraischen Theorie zu bedienen. Bedfich Pospisil (Brünn). 

Ribeiro, Hugo B.: Sur l’axiomatique des espaces topologiques de M.Fröchet. Portu- 
galiae Math. 1, 259—274 (1940). 

Monteiro, Antönio, et Hugo Ribeiro: Sur l’axiomatique des espaces (V). Portugaliae 
Math. 1, 275—288 (1940). 

In der ersten Arbeit wird gezeigt, daß man die topologischen Räume im Frechet- 
schen Sinn durch zwei Axiome bezüglich eines der folgenden Begriffe charakterisieren 
kann: 1. abgeschlossene Hülle, 2. offener Kern, 3. Begrenzung, 4. Rand, 5. Rand des 
Komplementes, 6. offener Kern des Komplementes. In der zweiten Arbeit wird gezeigt, 
wie man zu diesen Axiomen noch ein entsprechendes drittes hinzuzunehmen hat, um 
die Frechetschen (V)-Räume zu kennzeichnen. @. Alexits (Budapest). 

Lusternick, L.: Interseetions dans les espaces localement lineaires. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 27, 771—774 (1940). 

Lusternick, L.: Structure topologique d’un espace fonetionnel. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 27, 775—777 (1940). 

In einem lokal-linearen Raum wird der Begriff der Mannigfaltigkeit definiert. 
Mannigfaltigkeiten ohne Begrenzung heißen Zyklen. Ist der n-dimensionale Zyklus 
z(®) Begrenzung einer (n + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit, so schreibt man 2®) — 0 
(homolog Null). In der ersten Arbeit werden die Schnitte zweier Zyklen betrachtet 
und darauf hingewiesen, daß die üblichen Methoden zu den folgenden Sätzen führen: 
1. Der Schnitt zweier Zyklen ist ein Zyklus. 2. Der Schnitt eines n-dimensionalen 
Zyklus 2) — 0 mit einem beliebigen Zyklus ist entweder —0 oder leer. — In der zweiten 
Arbeit wird der lokal-lineare Raum M,, betrachtet, welcher aus allen die diametral 
gegenüberliegenden Punkte a, b der zweidimensionalen Kugelfläche verbindenden 
Bogen mit stückweise stetig gerichteter Tangente und Krümmung besteht. Verf. be- 
weist, daß die „Länge“ von M,, unendlich ist, worunter man folgendes versteht: In 
M, , existiert eine Folge {2,} von Zyklen, so daß es zu jedem 2, Zyklen z/, 2%, ..., 2„(m>n) 
gibt, für welche der Schnitt „xix3x--- x 2,0 ist. @. Alexits. 

Alexits, Georges: Les espaces röguliers et le probleme de mätrisation. Comment. 
math. helv. 13, 1—5 (1940). 

Verf. zeigt vor allem: damit ein Hausdorffscher Raum R metrisierbar sei, ist 
hinreichend, daß R kompakt und von abzählbarem Charakter sei (d.h. zu jedem 
Punkt p von R existiert eine Folge von Umgebungen V„(p) mit Y„,ı(p) C V„(p) 
und //V,(p) = (p)). Nöbeling (Erlangen). 


